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CHUONG I

KHOI DA DIEN

# Khai niém vé khai da dién
“ Khaoi da dién déu
4 Thé tich khéi da dién

Mat khéi mudi &n

Trong thuc t& chiing ta thudng gap nhimg vat thé khéng
gian dudc gidi han bdi cac da gidc nhu vién gach, khéi
lap phuong, kim tu thap Ai Cép, tinh thé clia mét sé hop
chéat hoa hoc nhu mudi &n, phén chua ... Nhitng vat thé
d6 dudc goi Ia nhitg khéi da dién. V& mat toan hoc,
viéc dinh nghia chinh xéc khéi da dién khéng don gian.
Trong chudng nay ta chi gidi thiéu khai niém vé khéi da
dién, khoi da dién déu va dua ra cong thiic tinh thé tich
clia mot sé khoi da dién quen thube.
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§1. KHAI NIEM VE KHOI DA DIEN

A, Nhac lai dinh nghfa hinh lang tru va hinh chop.

I- KHOI LANG TRU VA KHOI CHOP

Quan sat khéi rubic trong hinh 1.1, ta thay
cdc mat ngoai cua nd tao thanh moét hinh
lap phuong. Khi dé ta néi khéi rubic c¢é
hinh ddng la mét khéi lap phuong. Nhu
viy c6 thé xem khéi lap phuong 1a phin
khéng gian duge gidi han boi mét hinh lap
phuong, ké ci hinh lap phuong dy .

Tuong tu, khéi lang tru la phan khoéng
gian duoc gidi han b&éi mot hinh lang tru
ké ca hinh lang tru 4y, khéi chép 1a phin
khéng gian duge gidi han bdi mét hinh
chép ké ca hinh chép ay, khéi chép cut 13 Hinh 1.1
phan khong gian dugc gidi han boi mot

hinh chép cut ké ca hinh chép cut dy.

Tén cha khéi lang tru hay khéi chép duge dat theo tén cia hinh lang tru hay
hinh chép gidi han né. Chang han tng véi hinh lang tru luc gidc
ABCDEF A'B'C'D’E’F’ ta ¢6 khéi lang tru luc gidic ABCDEF A'B'C’'D'E'F’,
iing v&i hinh chép tif gidc déu SABCD ta ¢c6 kh6i chop tir gidc déu S.ABCD
th.1.2) ...
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Ta ciing goi dinh, canh, mat, mat bén, mat ddy, canh bén, canh ddy ... cia mot
hinh lang tru (hinh chép, hay hinh chép cut) theo thir tu la dinh, canh, mat,
mat bén, mat ddy, canh bén, canh diy... cua khéi lang tru (khéi chép, hay
kh&i chép cut) twong iing.

Diém khéng thu6c khéi lang tru duge goi la diem ngoai clia khéi lang tru,
diém thuéc khéi lang tru nhung khéng thude hinh lang tru ting v6i khéi lang
tru dé dugc goi la diém trong cliia khéi lang tru. Diém trong hay diém ngoai
cua khoi chop, khéi chép cut ciing duge dinh nghia twong tu.

Vidu

Hinh 1.3

Kim tu thap & Ai Cap la ki guan
duy nhat trong bay ki quan cla thé
gidi cé dai con lai dén ngay nay,
chung cé hinh dang |a nhing khéi
chép tir giac déu.

II- KHAI NIEM VE HINH PA DIEN VA KHOI PA DIEN
1. Khdi niém vé hinh da dién

E D

C!

Hinh 1.4
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‘&2 K€ t&n cac mét cla hinh lang tru ABCDE.AB'CD'E’va hinh chop S.ABCDE (h.14).
Quan sdt cdc hinh lang tru, hinh chép néi & trén ta thiy chiing déu 1a nhitng hinh
khéng gian duge tao bdi mot s6 hitu han da gidc. Cic da gide 4y ¢6 tinh chét :

- a) Hai da gidc phan biét chi cé thé hodc khong cé diém chung,

hodc chi c6 mét dinh chung, hode chi ¢6 mot canh chung.

h) Méi canh ciia da gidc nao ciing la canh chung cia ding
hai da gidc.

Ngudi ta con goi cac hinh dé la cace hinh da dién.

N6i mét cach tong quat hinh da dién ( goi tat la da dién) la hinh dicge tao boi
mét $6 hitu han cdc da gide thod mdn hai tinh chdt trén. Mbi da gidc nhu thé
goi la mét mdt cia hinh da dién. Cdc dinh, canh cua cdc da gidc dy theo thi tu
duoc goi la cac dinh, canh cua hinh da dién (h.1.5).

Dinh

Mat

Hinh 1.5

2. Khdi niém vé khoi da dién
Khéi da dién la phan khong gian duoc gidi han boi mér hinh
da dién, ké cd hinh da dién do.

Nhitng di€ém khong thudc khéi da dién duge goi 1a diém ngoai cha khéi da
dién. Nhitng diém thudc khéi da dién nhung khéng thude hinh da dién gidi
han khéi da dién ay dugc goi la diém trong clia khéi da dién. Tap hop cic
diém trong duogc goi l1a mién trong, tap hop cic di€m ngoai dwgc goi 1a mién
ngodai cua khoi da dién.

Méi khéi da dién duoc xdc dinh bdi hinh da dién ing véi né. Ta cling goi
dinh, canh, mat, di€ém trong, di€m ngoii... ciia mot khéi da dién theo thi tu 13
dinh, canh, mat, diém trong, di€m ngoai... ciia hinh da dién twong ting.
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M&éi hinh da dién chia cic diém con lai ctia khéng gian thanh hai mién khong
giao nhau 12 mién trong va mién ngoai cua hinh da dién, trong d6 chi ¢6 mién
ngoai 1a chita hoan toan mot dudng thang nao diy.

d

Mién ngoai

Diém trong

Diém ngodi —>4 M

Hinh 1.6
Vidu

— Cac hinh duéi diy 1a nhitng khéi da dién :

0 =

Hinh 1.7

~ Cdc hinh dudi day khong phai la nhitng khéi da dién :

b) c)

Hinh 1.8

a)
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— Nhitng vién kim cuong ¢6 hinh dang la nhitng khoi da dién :

Hinh 1.9

Aa Giai thich tai sao hinh 1.8¢ khong phai la mot khéi da dién ?
III- HAT PA DIEN BANG NHAU

1. Phép doi hinh trong khong gian

Phép bién hinh va phép doi hinh trong khong gian duge dinh nghia twong tu
nhu trong mat phﬁng.

@ Trong khong gian, quy tdc ddt tuwong tmg méi diém M véi
 diém M’ xdc dinh duy nhét dioc goi la mét phép bién hinh
 trong khéng gian.

 Phép bién hinh trong khong gian dge goi la phép doi hink
. néu né bdo toan khodng cach giita hai diém tuy y.

Vi du

Trong khéng gian, cic phép bi€n hinh sau
day la nhitng phép doi hinh :

=i

Y

a) Phép tinh tién theo vecto ¥V, 1a phép bién M M
hinh bi€n mdi diém M thanh diém M’ sao >
cho MM'=¥ (h.1.10a).

Hinh 1.10a)
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b) Phép déi xitng qua mdt phang (P), M

la phép bién hinh bi€n mébi diém

thuéc (P) thanh chinh no, bién moi

diém M khéng thuéc (P) thanh diém M,
M’" sao cho (P) la mat phang trung !
truc ciia MM’ (h.1.10b). P

Néu phép d6i xing qua mat phang (P) ILI"

bién hinh (/) thanh chinh né thi (P)

g " o o = ;) anﬂ T Tﬂb
duoc goi la mdt phang dor xim g cua (H). )

c) Phép déi xitng tam O, 13 phép bién hinh bién diém O thanh chinh né, bién
mbi diém M khdc O thanh diém M’ sao cho O la trung diém cua MM’ (h.1.11a).

Néu phép déi xiing tim O bi€n hinh (H) thanh chinh né thi O duoc goi la rdm
déi xitng cua (H).
M A

a) b)
Hinh 1.11

d) Phép déi xitng qua dwong thang A (hay phép dsi xing qua truc A), Ia
phép bi€n hinh bién moi di€ém thudc dudng thang A thanh chinh né, bién méi
diém M khong thuéc A thanh diém M’ sao cho A 1a dudng trung truc ciia MM’
(h.1.11b).

Néu phép déi xiing qua dudng thang A bi€n hinh (H) thanh chinh né thi A goi
la true doi xiig cia (H).

Nhan xét
® Thuc hién lién ti€p cdc phép doi hinh s& duge mét phép doi hinh.

® Phép doi hinh bién da dién (H) thanh da dién (H"), bién dinh, canh, mat cia
(H) thanh dinh, canh, mat tuong iing cia (H").
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2. Hai hinh bang nhau

o Hai hinh dwoc goi la bdang nhau néu cé mot phép doi hinh
& bién hinh nay thanh hinh kia.

Dac biét, hai da dién duge goi la bang nhau néu ¢é6 mot phép dai hinh bién da
dién nay thanh da dién kia.

Vidu

Phép tinh tién theo vecto ¥ bién da dién (H) thanh da dién (H'), phép d6i
xiing tim O bién da dién (H') thanh da dién (H"). Do dé phép doi hinh cé
dugc bang cdch thuc hién lién ti€p hai phép bi€n hinh trén bi€n (H) thanh
(H'"). Tir d6 suy ra cdc da dién (H), (H") va (H"”) bang nhau (h.1.12).

@

Hinh 1.12

Aa Cho hinh hép ABCD.AB'C'D’ Chimg minh rang hai lang fru ABD.AB'D' va

BCD.B'C'D'bang nhau.

IV- PHAN CHIA VA LAP GHEP CAC KHOI PA DIEN

10

Néu khéi da dién (H) 1a hop cta hai khéi da dién (H,), (H,) sao cho (H,)
va (H,) khong c¢6 chung diém trong nao thi ta néi c6 thé chia dwoc khéi da
dién (H) thanh hai khé&i da dién (H,) va (H,), hay c6 thé lap ghép hai khéi
da dién (H,) va (H,) v6inhau dé duge khéi da dién (H) (h.1.13).
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GAAD—, Tt (AN
3 v 7 i s g :;;"
(H) (H,) (H-)
Hinh 1.13

Vi du. Xét khéi lap phuong ABCD.A'B'C’D’. Mat phang (P) di qua BDD'B’ cat
khéi lip phuong d6 theo mét thiét dién la hinh chir nhat BDD'B’. Thiét dién
nay chia cic diém con lai cua khéi lap phuwong ra 1am hai phdn. M6i phin
cung véi hinh chir nhiat BDD'B’ tao thanh moét khéi lang tru, nhir vay ta ¢6 hai
khéi lang tru : ABD A’B’D’ va BCD.B'C’D’. Khi dé ta n6i mat phang (P) chia
khéi lap phuong ABCD.A'B'C'D’ thanh hai khéi lang tru ABD.A'B'D' va
BCDR'CD’.

Tuong tur nhir trén ta ¢6 thé chia ti€p khéi lang tru ABD.A'B’D’ thanh ba khé&i
ti dién : ADBB', ADB'D" va AA'B'D’ (h.1.14).

B &
[)
B g ¥ ¢
4/ B.D D’
: B
1 . I
Bhe--17C 4/l N\p
” h"‘n. ™! at
! v If
A D b
xﬁ"n
!’B "'0‘
A’ D’
A’ o
Hinh 1.14
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Lam theo qua trinh nguge lai ta ¢6 thé ghép khéi lang tru BCD.B'C'D’ va cac
khéi tir dién ADBB’, ADB'D’, AA'B’D’ véi nhau dé dwoc khéi lap phwong
ABCDAB'C'D’,

Nhdn xét

Mot khoi da dién bét ki luén cé thé phan chia ditge thanh nhimg khéi tir dién.

BAI TAP
Chitng minh rang moét da dién ¢6 cic mat 1a nhitng tam gidc thi téng s6 cdc
mat cua né phai 1a mét sé chan. Cho vi du.

Chitng minh rang mét da dién ma méi dinh cia né déu 1a dinh chung ctia moét
s6 lé mat thi tong s6 cdc dinh cia né phai la mét sé chan. Cho vi du.

Chia mét khéi lap phuong thanh nam khéi tir dién.

Chia mot khéi lap phuong thinh sdu khéi tir dién bang nhau.

Dinh nghia da dién va Rhéi da dién

O diu chwong, ching ta m&i chi trinh bay so luge vé cdc khdi niém da dién
va khéi da dién. Biy gio ta s€ trinh bay mét cich chinh xdc hon nhirng khai
niém doé.

Khdi niém da dién va khéi da dién c6 thé dugc hi€u theo nhiéu cich khic
nhau. Pa dién va khdi da dién vira duoge trinh bay trong chuong [ duwa vao dinh
nghia sau day.

Dinh nghia

Hinh da dién ( goi tit la da dién) la hinh dugc tao boi mot s6 hitu han cdc da
gidce, goi la cdc mat cua hinh da dién, thoa man cde tinh chat sau :

timdapan.com



a) Hai mdt phan biét chi ¢é thé hodc khong giao nhau hodc ¢6 mét dinh
chung, hodc cé mét canh chung.

b) Méi canh thuée mét mdt la canh chung ciia ding hai mdt.

¢) Cho hai mdt S va §', luén ton tai mot day cde mdt Sy, Sy, ..., S, sao cho 8,
- LA ] 1 LY A ogw = af = - - A 4 = - o
friung voi 8, 8, trung voi 8’ va bat ki hai mat 8,8, nao(0<i<n-1) ciing
déu 6 mét canh chung.

Cic dinh, canh ctia mat theo thit tu duwge goi la cdc dinh, canh cla hinh da dién.

Vidu

Hinh (H) trong hinh 1.15 la hinh tao bdi !
hai hinh lap phwong chi chung nhau mét i
dinh. Khi dé (H) khéng thoa min tinh chét :
¢) nén né khéng phai la mét hinh da dién. i

1

Tir dinh nghia trén, nguoi ta chimg minh ,F -----

duoc dinh i sau goi la dinh li Giodc-dan ‘,f'

(Jordan) trong khéng gian. (H)
Hink 1.15

Dinh I

Méi da dién chia céc diém con lai ciia khéng gian thanh hai mién sao cho :

a) Hai diém thuéc ciing mét mién luén ¢6 thé néi voi nhau bang mét dudng
gdp khiic nam hoan toan trong mién dé.

b) Moi ducng gap khiic néi hai diém thuéc hai mién khac nhau déu cé diém
chung vor da dién.

¢) Cé mét va chi moét mién
chita hoan toan mot dicong

& . a

thang nao day.

Mién chita hoan toan mot
dudng thang nao diy dugce
goi 1a mién ngodi ciha da
dién, mién con lai duge goi
la mién trong ciua da dién.
Diém thudc mién ngoai goi
la diém ngodi, diém thude
mién trong goi la diém trong
cua da dién. Hinh 1.16
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Trong hinh 1.16, A 1a di€ém trong, B, €, D 1a diém ngoai cta hinh da dién (H).
Mién ngoai cia (H) chita duong thang d.

Dinh nghia

Da dién ciing véi mién trong cia hé duoe goi la mét khoi da dién.

Trong thuc t&, ching ta thudng gip nhitng vat thé ¢6 hinh ding la nhitng khoi
da dién. Tir nhitng cong trinh vi dai nhu kim tur thip Ai Cép, nhitng toa nha cao
ting hién dai dén nhimg vat thé nhé nhu tinh thé clia cdc hop chat : dudng,
mudi, thach anh... déu 1a nhimg khéi da dién. Do dé, viéc nghién citu cac khéi
da dién khéng nhitng lam phong phu thém cic kién thirc vé hinh hoe ma con
26p phin gidi quy&t nhiéu bai todn thue tién, phuc vu cude séng con ngudi.

§2. KHOI DA DIEN LOI YA
KHOI PA DIEN PEU

I- KHOI PA DIEN LOI
- Khéi da dién (H) dwoc goi la khéi da dién 16i néu doan thang

néi hai diem bat ki cia (H) luén thuée (H). Khi dé da dién
xde dinh (H) dwoc goi la da diénloi (h.1.17).

AN

Hinh 1.17
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Vi du. Cic khéi lang tru tam
gidc, khéi hop, khai tit dién 12
nhimg khéi da dién 16i.

Ngudi ta ching minh duoe
ring mét khéi da dién 1a khoi
da dién 161 khi va chi khi
mién trong chia né luén nam
vé mdt phia ddi véi mbi mat
phang chira mét mat cia né Hinh 1.18
(h.1.18).

&1 Tim vi du vé khéi da dién 16
va khéi da dién khéng 16i frong
thuc té.

II- KHOI PA DIEN PEU

Quan sit khéi tr dién déu
(h.1.19a), ta thiy cic mat cua
nd la nhitng tam gidc déu, moi
dinh cta né la dinh chung cua
ding ba mat. P61 vai khoi lap
phuwong (h.1.19b), ta thay cdc
mat cua né la nhimg hinh
vudng, mdi dinh cla né 1
dinh chung cta ding ba mat. a) b)
Nhirng khéi da dién néi trén Hinh 1.19

duwge goi la nhimg khéi da

dién déu.

 Dinh nghia
. Khéi da dién déula khoi da dién 16i ¢6 tinh chdt sau ddy :
a) Moi mdt ciia né la mét da gide déu p canh.

b) Méi dinh cia né la dinh chung cuia diing g mqt.

Khai da dién déu nhie vay dicoe goi la khéi da dién déuloai {p ; q}.

Tir dinh nghia trén ta thidy cdc mat cua khéi da dién déu 1a nhimg da gidc déu
bang nhau,
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Ngurai ta chirng minh duge dinh 1i sau :

. Dinh i

Chi ¢é ném loai khéi da dién déu. D6 laloai (33}, loda {4 3),
- loai {3:4},loai {5;3}va loai {3;5}.

Tuy theo s6 mat cua ching, nam loai khéi da dién déu ké trén theo thi tu
diroc goi 1a cdc khéi tir dién déu, khéi lap phuong, khéi bat dién déu (hay
khéi tam mat déu), khéi mudi hai mat déu va khéi hai muoi mat déu (h.1.20).

Hinh 1.20

&2 Pém s6 dinh, sé canh cla khai bat dién déu.

16

Ciéc hinh da dién déu la nhitng hinh ¢6 vé dep cin déi, hai hoa. Cic nha todn
hoc ¢é dai xem ching 12 nhimg hinh |i twéng. Vé dep ciia chiing ciing lam
nhiéu hoa si quan tim. Lé-6-na-dé Pa Vin-xi (Leonardo da Vinci) hoa si
thién tai ngudi I-ta-li-a da tirng vé kha nhiéu hinh da dién trong dé cé cic
hinh da dién déu. Duéi diy 13 hinh mudi hai mat déu va hinh hai muwoi mat
déu do 6ng vé (h.1 21).

Hinh 1.21
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Bang tém tat cia nam loai khdi da dién déu

Loai Tén goi S6 dinh Sé canh S& mat
{3:3) | Tirdién déu 4 6 4
{4:3]) Lap phuong 8 12 6
{3:4} Bit dién déu 6 12 8
fo e Mudi hai mat déu 20 30 12
{3 5] Hai muoi mat déu 12 30 20

Vidu

Chitng minh rang :
a) Trung di€ém cdc canh clia mot tir dién déu 1a cac dinh ctia mét hinh bat dién déu.
b) Tam cdc mat cua mét hinh lap phuwong la cdc dinh ciia mét hinh bt dién déu.

 da

Giai

a) Cho tir dién déu ABCD, canh bang a. Goi I, J, E, F, M va N lan luet la
trung di€m ctia cdc canh AC, BD, AB, BC, CD vi DA (h.1.22a).

&3 Chimg minh rang tam tam giac IEF, IFM, IMN, INE, JEF, JFM, JMN va JNE la
nhimg tam giéc déu canh bang %

TAm tam gidc déu néi trén tao thainh mét da dién ¢6 cac dinh la [, J, E, F, M, N
ma mdi dinh Ia dinh chung cua ding bén tam giac déu. Do dé da dién dy Ia
da dién déu loai {3 : 4}, titc 1a hinh bét dién déu.

D G
] .
: i
lI ."'f :;‘ ] "‘z
H Y
A i} ] i Ji A &
- - L
“ l._ """.-r::;:l h""'-..:

\ .;'.i i "'I!» ! M e
TN L e
N‘l}‘-“v’ i :L____,,_..- F

[P e
¥ '._.....:-‘....._..Ii ; ......_.,'.:__ b e C'
f LY by ~ .I. i e
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-
JJ f \"'\
Al a -
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b) Cho hinh lap phuong ABCD.A'B’C'D’ ¢6 canh bang a (h.1.22b).

&d Chimg minh rang AB'CD’ la mét tir dién déu. Tinh cac canh clia né theo a.
Goi I, J, E, F, M va N lan luot la tim cua cic mat ABCD, A'B'C'D’, ABB'A’,
BC("B’, CDD'C’ va DAA'D’ cuia hinh lap phrong. Pé v rang sdu diém trén ciing
lan luot 1a trung di€ém cua cdc canh AC, B'D’, AB’, B'C, CD’va D’A cla it dién
déu AB'CD’ nén theo ciu a) sau diem d6 la cac dinh cia hinh bét dién déu.
BAITAP

1. Cat bia theo miu dudi day (h.l .23), gip theo dudng ké, réi ddn cic mép lai dé
dugc cdc hinh tir dién déu, hinh lap phuong va hinh bét dién déu.

" A
EEEE v
M RN

Hinh 1.23
2. Cho hinh lap phwong (H). Goi (H’) la hinh bat dién déu cé cdc dinh 1a tam cac
mat cua (H). Tinh ti s6 dién tich toan phan cia (H) va (H’).

A

3. Chirng minh rang tdm cia cdc mat cua hinh tir dién déu la cic dinh cia mot
hinh tir dién déu.

4. Cho hinh badt dién déu ABCDEF (h.1.24).
Chitng minh rang :
a) Cic doan thang AF, BD va CE déi
mot vudng gée vai nhau va cat nhau
tai trung diém méi dudng.

by ABFD, AEFC va BCDE la nhimg
hinh vubng.

A
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Hinh da dién déu

Cau chuyén vé cdc hinh da dién déu mang nhiéu tinh huyén thoai. Ngudi ta
khéng biét duoc ai la nguoi diu tién di tim ra chiing. Trong mdt cude khai
quat, ngudi ta di tim thidy mot thir dé choi cua trée em ¢6 hinh hai muoi mat
déu véi nién dai cich ching ta khoang 2500 nam. Cic nha toan hoc ¢d dai
Hi Lap thudce truong phdi Pla-téng va trude dé nita la trudng phai Py-ta-go
(thé ki IV truée Coéng nguyén) di timg nghién citu vé cic hinh da dién noi
chung va cdc hinh da dién déu néi riéng. Cic nha todn hoc thdi bdy gid coi
nam loai hinh da dién déu la nhitng hinh |i tudng. Ngudi ta coi bon loai da
dién déu dé dung la tir dién, hinh lap phuong, hinh bdt dién déu va hinh hai
muoi mat déu, theo thi tv tirong trirng cho Iira, dat, khéng khi va nude, doé 1a
bén y€u t6 co ban (theo quan niém cua thoi bdy gid) tao nén moi vit. Con
hinh mudi hai mat déu twong trimg cho toan thé vil tru.

Sau nay ngudi ta con fim thiy cdc hinh da dién déu xuit hién trong tu nhién
dudi dang tinh thé ctia nhiéu hop chit. Chang han tinh thé cta cdc chit
sodium sulphantimoniate, muéi an, chrome alum c¢é dang twong img la khoi
tir dién, khéi lap phuwong, khéi bit dién déu. Con hai loai hinh da dién déu
phitc tap hon la hinh muoi hai mat déu va hinh hai muoi mat déu, xuit hién
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trong khung xuong clia mét s6 vi sinh vt bién vi du : circogonia icosahedra
va circorrhegma dodecahedra.

Cdc hinh da dién déu la nhitng hinh ¢é tam, truc hoac mat phang déi ximg.
Viéc nghién citu cdc phép bién hinh bién méi hinh da dién déu thanh chinh né
da dat nén méng cho Ii thuyét vé cdc nhém hiru han, mét huéng nghién ciru
quan trong cua dai s6. Li thuyét nay ¢6 nhi€u ting dung trong viéc nghién ciru
cdc dang tinh thé cia cdc hop chat hod hoc.

Mét sé vi sinh vat bién
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§3. KHAI NIEM VE THE TiCH CUA KHOI DA DIEN

Thé tich ciia mét khéi da dién hi€u theo nghia théng thudng 1a s6 do d6 16n
phin khéng gian ma né chi€ém chd. Tir xa xuwa con ngudi di fim cich do thé
tich ctia cdc khai vat chat trong tw nhién. Péi véi nhimg vat thé 16ng, nhu khéi
nuée trong mot cdi bé chita, ngudi ta ¢6 thé ding nhitng cdi thing ¢6 kich
thurée nhd hon dé dong. P6i véi nhimg vit ran ¢é kich thude nhd ngudi ta ¢é
thé tha chiing vao mét cdi thiing dé diy nwée réi do lwong nuwde trio ra... Tuy
nhién trong thue t€ ¢6 nhi€u vat thé khéng thé do dugc bang nhirng cach trén.
Chang han dé do thé tich clia kim trr thap Ai Céap ta khéng thé nhing né vao
nude hay chia nho né ra drge. Vi vy ngudi ta tim cich thiét lip nhirng céng
thitc tinh thé tich cia mét s6 khéi da dién don gian khi biét kich thude cia
chiing, réi tir d6 tim cach tinh thé tich cta cdc khéi da dién phite tap hon.

I- KHAI NIEM VE THE TiCH KHOI PA DIEN

Ngudi ta chitng minh duoc rang : ¢6 thé dat twong tng cho mdi khéi da dién
(H) mot s6 duong duy nhit Vi H) thoa mén céc tinh chit sau :

a) Néu (H) 1a khéi lap phuong ¢6 canh bang | thi ‘DI, =].

H)

b) Néu hai khéi da dién (H;) va (H,) bang nhau thi ViHH = "’(sz‘

c¢) Néu khoi da dién (H) duge phan chia thanh hai khéi da dién (H) va (H,)

thi : 1f{H} = V{H[] +V{H2}.

S6 duong Vi gy 161 trén duge goi la thé tich cia khéi da dién (H). S6 do ciing
dugc goi Ia thé tich cta hinh da dién gidi han khéi da dién (H).
Khéi lap phuong ¢6 canh bang | dugce goi la khoi Idp phicong don vi.

Bay git ta s& xét thé tich clia khéi hép chir nhit ¢6 ba kich thude la a, b, c.

Vi du. Tinh thé tich clia kh&i hdp chif nhit ¢é ba kich thudc la nhirng s6
nguyén duong.
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VT
S L LSS
(Hyp) (Hy) (H») (H)
Hinh 1.25

Goi (Hy) l1a khéi lap phuwong don vi,

— Goi (H) la kh&i hép chit nhat ¢6 ba kich thuéc a=5,bh=1,c=1,

&1 Co thé chia (H,) thanh bao nhiéu khéi |1p phuong bang (H) ?
Khi d6 ta 6 Vg ) =5 Vg, = 5.

— Goi (H,) la khéi hép chir nhit ¢6 ba kich thudc a=5,bh=4,c=1.

Az Cé thé chia (H) thanh bao nhiéu khéi hop chir nhat bang (H,)?
Khi d6 ta 6 Vg, =4V y =4.5=20.

— Goi (H) 1a khéi hép chir nhit ¢ ba kich thuéc a= 5, h=4, ¢ = 3.

&3 Co thé chia (H) thanh bao nhiéu khéi hop chir nhat bang (H,)?
Khidétaco Vg, = 3-1'/'{112_.} =34.5=60 (h.1.25).
Lap luan twong tu nhur trén, ta suy ra : thé tich cia kh&i hop chit nhit (H) cé
ba kich thurde la nhimg sé nguyén duong a, b, ¢ 1a V(H} = abc.
Ngudi ta chimg minh duge rang cong thire trén ciing diing déi véi hinh hop

chir nhit ¢6 ba kich thude la nhirng s6 duwong. Ta ¢6 dinh li sau :

_ Dinhif

Thé tich ciia mét khéi hép chit nhat bdang tich ba kich thuéc
. cHa ne.
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II- THE TICH KHOI LANG TRU

Néu ta xem khoi hép chir nhat ABCD AB'C’D" nhu la khéi lang tru ¢6 ddy la
hinh chir nhat AB’C’D’ va dudng cao AA” thi tir dinh Ii trén suy ra thé tich cla
né bang dién tich diay nhin véi chiéu cao. Ta ¢6 thé chimg minh dwge rang
diéu dé ciing ding déi véi mét khéi lang tru bat ki (h.1.26).

D &

rrail i

ph |

P c’

a8
A’ B’
Hinh 1.26
. Dinh I
Thé tich khéi ldng tru ¢é dién tich ddy B va chiéu cao hla

V =Bh.

II- THE TiCH KHOI CHOP

D61 vai khoéi chop, nguoi ta chitng minh duoe dinh li sau :

 Dinh i

Thé tich khoi chép ¢6é dién tich day B va chiéu cao hla

|
V==Bh.
3

Ta ciling goi thé tich cdc khéi da dién, khéi lang tru, khéi chép di néi & trén
lan luot 1a thé tich cdc hinh da dién, hinh lang tru, hinh chép xdc dinh chiing.
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&4 Kim tur thap Ké-6p & Ai C&p (h.1.27) duoc xay dung vao khoang 2500 nam frude Cong

nguyén. Kim tu thap nay la mot khoi chop tr giac déu coé chiéu cao 147 m, canh day
dai 230 m. Hay tinh thé tich clia né.

Hinh .27

Vidu

Cho hinh lang tru tam gidc ABC A’B’C’. Goi E va F lan luot la trung di€ém ctia
cic canh AA’ va BB’. Buong thang CE cat duong thang ('A’ tai E'. Dudng
thang CF cat dudng thang (B’ tai F'. Goi V la thé tich khéi lang tru
ABCAB'(C".

a) Tinh thé tich khéi chép C. ABFE theo V.

b) Goi khéi da dién (H) la phan con lai cua khéi lang tru ABC.A'B’C” sau khi
cat bo di khéi chép C.ABFE. Tinh ti s6 thé tich clia (H) va cla kh&i chép
C.CEF,

idi

a) Hinh chép C. AB’C” va hinh lang tru ABC A'B'C’ ¢6 diy va dudng cao bang
| | 2

nhau nén Vi 4prer = EV. Tirdésuyra Vi 4pprar = V—EV = EV.

Do EF la dudng trung binh cua hinh binh hanh ABB'A’ nén dién tich ABFE

: T e r | 1
bang nua dién tich ABB’A’. Do d6 V- ypre = = Ve a = EV (h.1.28).
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Hinh 1.28

. l 2
b) Ap dung cau a) ta ¢ Vigy = Vg a'c’ Vi .aBFE = V_EV = EV.

Vi EA’ song song va bang ;(.‘{" nén theo dinh Ii Ta-1ét, A" la trung di€ém cua

E’C’. Twong tir, B’ 12 trung diém clia F'C’. Do dé dién tich tam gidac C'E'F’ gip

bén lin dién tich tam gidc A'B'C. Tir d6 suy ra Vi grerer = Ve arpter = EV.

V |
Bods —ut =
Veere 2

BAITAP
Tinh thé tich khéi tir dién déu canh a.

Tinh thé tich khéi bat dién déu canh a.

Cho hinh hép ABCD.A'B’C’D’. Tinh ti s6 thé tich clia khéi hop dé va thé tich
cua khéi tir dién ACB'D’,

Cho hinh chép SABC. Trén cic doan thang SA, SB, SC lin luot 14y ba diém
Ve ape _ SA' SB' SC'

Veape SA SB SC

A’, B’, C’ khdc v6i S. Chitng minh rang
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Cho tam gidc ABC vuéng cin & A vi AB = a. Trén dudng thang qua € va vudng
gbéc vai mat phang (ABC) iy di€m D sao cho CD = a. Mat phang qua € vuéng
gbc v6i BD, cat BD tai F va cat AD tai E. Tinh thé tich khéi tif dién CDEF theo a.

Cho hai dudng thang chéo nhau d va d”. Poan thang AB ¢6 d6 dai @ trugt trén
d, doan thang CD ¢6 dé dai b trirot trén d’. Chitng minh rang khéi tir dién
ABCD c6 thé tich khéng doi.

ON TAP CHUONG I

Cidc dinh, canh, mat cia mét da dién phai thoa man nhirng tinh chit nao ?
Tim mét hinh tao bdi cac da giac nhung khéng phai 1a moét da dién.

Thé nao 12 mét khéi da dién 161 ? Tim vi du trong thue t&€ mé ta mot khoi da
dién 161, mét khéi da dién khéng 16i.

Cho hinh lang tru va hinh chép c¢6 dién tich ddy va chiéu cao bang nhau. Tinh
ti s& thé tich clia chiing.

Cho hinh chép tam gidc O.ABC c¢6 ba canh OA, OB, OC déi mét vudbng géc
vGi nhau va OA = a, OB = b, OC = ¢. Hily tinh dudng cao OH cta hinh chép.
Cho hinh chép tam gidc déu S.ABC ¢6 canh AB bang a. Cic canh bén SA, SB, SC

tao véi ddy mot gée 60°. Goi D la giao diém cua SA véi mat phang qua BC va
vudng goéc vai SA.

a) Tinh ti s6 thé tich cua hai kh&i chép S.DBC va S.ABC.
b) Tinh thé tich cta khéi chép S.DBC.

Cho hinh chép tam gidc SABC ¢6 AB = 5a, BC = 6a, CA = 7a. Cic mat bén
SAB, SBC, SCA tao véi ddy mot gée 60°, Tinh thé tich ctia khéi chép do.

Cho hinh chép SABCD c6 day ABCD la hinh chir nhit, SA vuéng géc vai day
vad AB = a, AD = b, SA = ¢. Ly cic diém B’, D’ theo thit tir thudc SB, SD sao
cho AB’ vuéng géc vai SB, AD’ vuéng géc véi SD. Mat phang (AB'D") cat SC
tai €. Tinh thé tich khéi chép S.AB'C'D’.

Cho hinh chép ti gidc déu S.ABCD, day la hinh vuéng canh a, canh bén tao voi

diy mot gée 60°. Goi M 1a trung diém SC. Mat phang di qua AM va song song
véi BD, cat SB tai E va cat SD tai F. Tinh thé tich khéi chép S AEMF.
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10. Cho hinh lang tru dirng tam giac ABC A'B'C’’ ¢6 tit ca cdac canh déu bang a.
a) Tinh thé tich khéi tir dién A'BB’C.

b) Mat phang di qua A’B’ va trong tam tam gidc ABC, cat AC va BC lan luot tai
E va F. Tinh thé tich hinh chép C.A'B'FE.

11.Cho hinh hép ABCD.A'B'C’D’. Goi E va F theo thir tr 1a rung diém cua cdc
canh BB’ va DD’. Mat phang (CEF) chia kh&i hép trén lam hai khéi da dién.
Tinh ti s6 thé tich chia hai khéi da dién dé.

12. Cho hinh lap phwong ABCD.A'B'C’D’ canh a. Goi M 1a trung diém cia A'B’, N

la trung diém cla BC.

a) Tinh thé tich khéi tir dien ADMN.

b) Mat phang (DMN) chia khéi lap phuong di cho thanh hai khéi da dién. Goi
(H) 1a khéi da dién chira dinh A, (H”) 1a khéi da dién con lai.

Vi
Vi

Tinh ti s6

CAU HOI TRAC NGHIEM CHUONG I

1. Trong cic ménh dé sau, ménh dé nao ding ?

(A) Sé dinh va s6 mat clia mot hinh da dién luén bang nhau ;
(B) Tén tai hinh da dién c6 s6 dinh va s6 mit bang nhau ;
(C) Tén tai mot hinh da dién ¢6 s6 canh bang s6 dinh ;

(D) Tén tai mét hinh da dién ¢6 s6 canh va mat bang nhau.

2. Trong cic ménh dé sau, ménh dé nao ding ?
S6 ciac dinh hoac s6 cic mat cua bit ki hinh da dién nao ciing :

(A) Lén hon hoic bang 4 ;
(C) Lén hon hoac bang 5 ;

3. Trong cic ménh dé sau, ménh dé nao diing ?

S& cdc canh cua hinh da dién luén luén :

(A) Lén hon hoic bang 6 ;
(C)Lon hon 7 ;
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(B) Lén hon 4 ;
(D) Lén hon 5.

(B) Lén hon 6 ;
(D) Lén hon hoac bang 8.



4.

10.

Trong cic ménh dé sau, ménh dé nao sai ?

(A) Khéi tir dién 1a khoi da dién 161 ;

(B) Khéi hop la khéi da dién 16i ;

(C) Lap ghép hai khéi hép s& dirge mot khéi da dién 16i ;
(D) Khai lang tru tam gidc 12 khéi da dién 16i.

Trong cic ménh dé sau, ménh dé nao sai ?

(A) Hai khéi chép ¢6 dién tich ddy va chiéu cao twong trng bang nhau thi ¢6
thé tich bang nhau.

(B) Hai khéi hop chit nhat ¢6 dién tich toan phin bang nhau thi c6 thé tich
bang nhau,

(C) Hai khéi lang tru c6 dién tich diy va chiéu cao twrong ting bang nhau thi ¢6
thé tich bang nhau.

(D) Hai khéi 1ap phurong ¢6 dién tich toan phin bang nhau thi ¢6 thé tich bang nhau.

Cho hinh chép S.ABC. Goi A’ va B 1an lwot 1a trung di€ém cla SA va SB. Khi dé
ti s8 thé tich ctia hai khéi chép S A'B'C va S ABC bang :

1 1 1 1
(A) =5 B) —; C)—: Dy

) 5 (B) 3 ( }4 (D) 3

Cho hinh chép S ABCD. Goi A’, B', (’, D’ theo thit tr Ia trung diém clia SA, SB,
SC, SD. Ti s6 thé tich cha hai khoi chép S.AB'C'D" va S ABCD bang :

I 1 | |
(A) = ; (B) = ; (C)=; (D)

2 4 3 16

Thé tich ctia khdi lang tru tam gidc déu ¢6 tit ca cdc canh bang a la

3 ~
(A) £a3 : (B) i Lo (C) £a3 . (D) ﬁas.
3 4 2 4

Cho hinh hép ABCD.A'B’C’'D’. Ti s6 thé tich ciia khéi tir dién ACB’D’ va khéi
hop ABCD.A'B’C’D’ bang :

1 | | |
A) — ; B) — : C) — ; D) —-
()2 ()3 ()4 (}ﬁ

Cho hinh héop ABCD.AB’C'D’, goi O |a giao diém cua AC va BD.
Ti s6 thé tich clia khéi chép O AB'C’D’ va khéi hép ABCD AB'C’D’ bang :

| | | |
A)— B) —: C)—; D) —-
(}2 ()3 (}4 (}ﬁ
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CHUONG H

MAT NON, MAT TRU, MAT CAU

¢ Mat tron xoay
¢ Mat nén tron xoay, mét tru tron xoay

¢ Mat cau

:

Lam d6 gém trén ban xoay
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§1. KHAI NIEM VE MAT TRON XOAY

I- SUTAO THANH MAT TRON XOAY

30

Xung quanh chiing ta ¢6 nhiéu vit thé ma mat ngoai c6 hinh dang la nhiing
mat tron xoay nhu binh hoa, nén 14, cdi bat (chén) an com, cdi céc (li) udng
nude, mot s6 chi ti€t mdy (h.2.1)... Nh& ¢é ban xoay véi su khéo I€o cia doi
ban tay, ngudi thg gém ¢6 thé tao nén nhitng vat dung c6 dang tron xoay bang
dit sét. Dura vio sif quay tron clia truc mdy tién, ngudi thg co khi c6 thé tao
nén nhiing chi ti€t mdy bang kim loai ¢6 dang tron xoay. Vay cdc mat tron
xoay dugc hinh thanh nhu thé€ nao ? Sau day ching ta s& tim hi€u nhiing tinh
chit hinh hoc cua mat tron xoay.

Hinh 2.1
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Trong khong gian cho mat phang (P) chifa
dudng thfmg A va mét dudng @. Khi quay
mat phang (P) quanh A mot géc 360° thi
méi diém M tén dudng % vach ra mot
dudng tron ¢6 tam O thudéc A va nam trén
mat phang vuéng géc véi A. Nhu vay khi
quay mat phang (P) quanh dudng thang A
thi dudong % s€ tao nén moét hinh duoc goi la

madat tron xoay (h.2.2).

Pudng € duoc goi |a duwong sinh cia mat

tron xoay dé. Pudng thang A duoc goi la

tric cia mat tron xoay.

‘@1 Hay néu t&n moét s6 dé v&t ma méat ngoai co
hinh dang la cac mat trén xoay.

II- MAT NON TRON XOAY

1. Pinh nghia

¢ Trong mdt phang (P) cho hai

duong thang d va A cdt nhau
tai diem O va tao thanh géc P

véi 0° < B<90° Khi quay mdt
phdng (P) xung quanh A thi
duong thang d sinh ra mét mdt
tron xeay diwoc gor la mdt nén
tron xeayv dinh O. Nguwoi ta
thuong goi tdt mdt nén tron
xoay la mdt nén. Puong thang
A goi la truc, duwong thang d goi
la direng sinh va goc 2 goi la
géc o dinh cua mdt non do

. (h2.3).
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2. Hinh non tron xoay va khoi nén tron xoay

a) Cho tam gidac OIM vuong tai I (h.2.4). Khi
quay tam gidc dé xung quanh canh géc vudng
Ol thi duong gip khic OMI tao thanh mot
hinh dugc goi 1a hinh nén tron xeay, goi tat la
hinh nén.

Hinh tron tam / sinh béi cdc diém thudc canh
IM khi IM quay quanh truc Of duoc goi la mdt
ddy ctia hinh nén, di€ém O goi la dinh cia hinh
nén. D6 dai doan OI goi 1a chiéu cao cia hinh
nén, dé cing la khoang cach tir O dén mat
phang day. Do dai doan OM goi la dé dai
dirong sinh cua hinh nén. Phan mat tron xoay Hinh 2.4
duoc sinh ra bdi cic diém trén canh OM khi

quay quanh truc Of goi la mdt xung quanh cua

hinh nén dé.

b) Khoéi nén trén xeay la phin khong gian duwoc gidi han bdi moét hinh nén
tron xoay ké ca hinh nén dé. Ngudi ta con goi tat khéi nén tron xoay la khoi
nén. Nhimng di€m khéng thuéc khéi nén duge goi 1a nhitng diém ngodi cia
khéi nén. Nhiing diém thudc khéi nén nhung khong thude hinh nén ng véi
khéi nén iy dugc goi la nhiing diém trong cla khéi nén. Ta goi dinh, mat
day, dudng sinh cua moét hinh nén theo tha tu la dinh, mdt dday, dudng sinh
cua khéi nén turong tng.

3. Dién tich xung quanh cua hinh nén tron xoay

a) Mot hinh chop duge goi la ngi tiép mét hinh nén néu ddy cta hinh chép la
da gidc ndi ti€p dudng tron day cha hinh nén va dinh cta hinh chép la dinh
ctia hinh nén. Khi dé ta con néi hinh nén ngoai tiép hinh chép. Ta cé dinh
nghia sau :

Dién tich xung quanh cua hinh nén tron xoay la giéi han cia
dién tich xung quanh cia hinh chép déu noéi tiép hinh nén do
khi s6 canh ddy tang lén vé han.

b) Céng thitc tinh dién tich xung quanh cua hinh nén

Goi p 12 chu vi ddy cua hinh chép déu néi ti€p hinh nén va ¢ la khoang céch
tir dinh O t&i mét canh diy ciia hinh chép déu dé thi dién tich xung quanh ciia

: |
hinh chép déu la qu ==rq. (h.2.5)
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Khi cho s& canh ddy ctia hinh chép déu tang
lén vé han thi p ¢6 gidi han la d6 dai dudng
tron ddy ban kinh r cua hinh nén, ¢ c6 gidi
han 1a do dai dudng sinh / cua hinh nén. Khi
dé ta tinh dugc dién tich xung quanh cua
hinh nén theo c¢déng thic :

Siq = #11

Viy : Dién tich xung quanh ctia hinh nén
trén xoay bdang mét nika tich cia do dai
dirong tron day va do dai dwong sinh. Hinh 2.5

Ngudi ta goi tong dién tich xung quanh va dién tich day 1a dién tich toan phdan
cua hinh nén.

1=5° Cha y. Dién tich xung quanh, dién tich toan phan cua hinh nén tréon xoay
ciing la dién tich xung quanh, dién tich toan phin cta khéi nén duoe gidi han
b&i hinh nén dé.

Né&u cat mat xung quanh cia hinh nén trén xoay theo mét dudng sinh réi trai
ra trén mot mat phang thi ta s& durgc mét hinh quat ¢6 ban kinh bang dé dai
dudng sinh ctia hinh nén va mot cung tron ¢6 do dai bang chu vi dudng tron
ddy cha hinh nén. Ta ¢6 thé xem dién tich hinh quat nay la dién tich xung

quanh cua hinh nén. (h.2.6)
I

2nr

Hinh 2.6
4. Thé' tich khéi nén tron xoay

a) Muén tinh thé tich khéi nén tron xoay ta dua vao dinh nghia sau day :

- Thé tich ciia khéi nén tron xoay la giéi han cia thé tich khoi
chop déu néi tiép khéi non do khi sé canh day tang lén vo han.
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b) Céng thite tinh thé tich khéi nén tron xoay

i s ¥ o= - = I' - J " - . - =
Ta biét ring thé tich clia khéi chép biang 5 tich cua dién tich da gidc diy va

chiéu cao ctia khéi chép do (chiéu cao nay ciling la chiéu cao cua khéi nén).
Khi cho s6 canh day cua khéi chép déu tang lén vé han thi dién tich da gidc
day cia khoi chép déu dé ¢ gidi han Ia dién tich hinh tron diy cua khéi nén
tron xoay. Do d6 ta tinh duge thé tich ctia khéi nén tron xoay nhir sau :

Goi V 1a thé tich clia khéi nén tron xoay ¢é dién tich diy B va chiéu cao h,
ta c6 cong thire :

V=>kh
3

Nhir viy, néu ban kinh diy bang r thi B = o, khidé: V Z%ﬂ‘f‘zh.

5. Vidu

Trong khéng gian cho tam gidc vuéng OIM vuéng tai I, géc IOM = 30° va
canh IM = a. Khi quay tam gidc OIM quanh canh géc vuéng Of thi dudng gip
khiic OMI tao thanh mét hinh nén tréon xoay.

a) Tinh dién tich xung quanh cua hinh nén tron xoay do.

b) Tinh thé tich clia khéi nén tron xoay duge tao nén bdi hinh nén tron xoay
noi trén.

F

a) Hinh nén tréon xoay duge tao nén ¢d ban Kinh
diy la a va c6 do dai dudng sinh OM = 2a.

Viy dién tich xung quanh cta hinh nén la :

S

=
q = arl=ma.2a =2ma” (h.2.7).

b) Khéi nén tron xoay ¢6 chiéu cao h=0I= aﬁ
" A - = \ - = 2
va ¢6 dién tich hinh tron diy la ma~.

Viy khéi nén tron xoay c6 thé tich 1a

ra*\3
3

V= Ig?raz,a\f—=

Hinh 2.7
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‘&2 Cat mat xung quanh cia mot hinh non tron xoay doc theo mot duang sinh réi trai ra
trén mat phang ta dugc mét nita hinh ron ban kinh R. Hoi hinh non dé c¢o ban kinh
rclia duéng tron day va goc & dinh clia hinh nén bang bao nhiéu ?

III- MAT TRU TRON XOAY

1. Dinh nghia

Trong mdt phang (P) cho hai
diromg thang A va l song song
voi  nhau, cdach nhau mot
khodng bdang r. Khi quay mdt
phing (P) xung quanh A thi
dicomg thang | sinh ra mét mdt
iron xoay duoe goi la mdt tru

)
@

Py

’_,_--!—..-.__‘

tron xoay. Ngwér ta thuwong 4 k *
i ag g s : . L |

gol tat mdt try tron xoay la

mdat tru. Pwong thang A goi

la truc, dwong thang 1 la Ta¥

diemg sinh va r la ban kinh Hinh 2.8

cua mdt tru do (h.2.8).

2. Hinh tru tron xeay va khéi tru tron xoay

a) Ta hay x€t hinh chir nhit ABCD. Khi quay hinh
dé xung quanh dudng thang chita mét canh, chang
han canh AB, thi dudng gip khic ADCB tao thanh
moét hinh duge goi 1a hinh tru tron xoay hay con
dugc goi tat 1a hinh tru (h.2.9).

Khi quay quanh AB, hai canh AD va BC s€ vach ra
hai hinh trén bang nhau goi 12 hai ddy cua hinh tru,
ban kinh cua chung goi la hdn kinh cua hinh tru.
D6 dai doan €D goi la d6 dai dwong sinh cua hinh
tru, phin mat trén xoay dwge sinh ra bdi cic diém
trén canh C'D khi quay quanh AB goi la mdr xung
quanh cua hinh tru. Khoang cich AB giita hai mat Hinh 2.9
phing song song chira hai ddy la chiéu cao ciia

hinh tru.
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b) Khoi tru trén xeay la phin khong
gian duge gidi han bdi mét hinh tru
tron xoay ké ca hinh tru dé. Khéi tru
tron xoay con duge goi tat 1a khéi tru.
Nhirng diém khéng thuéc khéi tru
duge goi la nhimg diém ngodai cua
kh&i tru. Nhitng diém thudc khéi tru
nhung khoéong thudc hinh tru goi la
nhimg diém trong cia khéi tru. Ta
goi mat ddy, chiéu cao, dudng sinh,
ban kinh cua mét hinh tru theo thir tir Céc chi tiét may ¢6 dang hinh tru
la mdt ddy, chiéu cao, dudng sinh,

bdan kinh cua khéi tru trong ing.

3. Dién tich xung quanh cua hinh tru tron xoay

a) M6t hinh lang tru goi la néi tiép mét hinh tru néu hai diy cua hinh lang tru
ndi ti€p hai dudng tron ddy coa hinh tru. Khi dé ta con néi hinh tru ngoai tiép
hinh lang tru. Ta ¢6 dinh nghia sau :

Dién tich xung quanh cua hinh tru tron xoay la gidi han cia
dién tich xung quanh cia hinh ldng tru déu noi tiép hinh tru
dé khi s6 canh day tang lén voé han.

b) Céng thitc tinh dién tich xung quanh cua hinh tru

Goi p la chu vi diy cia hinh lang tru déu néi ti€p
hinh tru va /& l1a chiéu cao cia hinh lang tru dé thi
dién tich xung quanh cta hinh lang tru déu la :
S_.‘q =ph (h.2.10).

Khi cho s6 canh ddy cta hinh lang tru déu tang 1én
vé han thi p cé gidi han la chu vi hinh tron day
ban kinh r cta hinh tru, chiéu cao h bang do daii
duwdng sinh [ cia hinh tru. Khi dé ta tinh duge dién \
tich xung quanh ctia hinh tru theo céng thic :

e S S . M.

‘.l

———
i'\
i
.‘l
L]
F)
lr.f
I'.f’
T e e e e e g

L ]
bl

Syq =271l Hinh 2.10

Viy : Dién tich xung quanh ciia hinh try tron xoay bang tich cia dé dai
dwomg tron ddy va dé dai dirémg sinh.
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Ngudi ta goi tong dién tich xung quanh va dién tich cua hai day la dién tich
toan phan ciua hinh tru.

15 Chu y. Dién tich xung quanh, dién tich toan phan cua hinh tru tréon xoay cling
la dién tich xung quanh, dién tich toan phan cua khéi tru duwoc gidi han bdi
hinh tru do6.

Néu cat mat xung quanh cta hinh tru theo mét dudng sinh, réi trai ra trén moét
mat phang thi ta s& dwoc mét hinh chif nhit c6 mét canh bang dudng sinh / va
mot canh bang chu vi clia dudng tron day. D6 dai dudng sinh / bang chiéu cao h
ctia hinh tru. Khi dé dién tich hinh chir nhat bang dién tich xung quanh cta
hinh tru. (h.2.11)

r
)
N, e

I
)

P 2nr
R

.

Hinh 2.11

4. Thé tich khéi tru tron xoay
a) Muén tinh thé tich kh&i tru trdn xoay ta dua vao dinh nghia sau day :

Thé tich cia khét tru tron xoayla giéi han cua thé tich khoi lang
tru déu ngi tiép khot tru dé khi sé canh ddy ting lén vé han.

b) Céng thite tinh thé tich khoi tru tron xoay

Ta biét ring thé tich ciia khéi lang tru bang tich cta dién tich da gidc diy va
chi€u cao cua khéi lang tru dé. Khi cho sé canh diy cia khéi lang tru déu
tang 1én v6 han thi dién tich cia da gidc ddy cua khéi lang tru déu cé gidi han
la dién tich ctua hinh trén ddy cua khéi tru trén xoay. Do dé ta tinh duge thé
tich cua khéi tru trén xoay nhu sau :

Goi V 1a thé tich clia khéi tru tron xoay ¢6 dién tich ddy B va chiéu cao A, ta
co cong thic :

V =Bh
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Nhit vay, néu ban kinh ddy bang r thi B = 7r>, khidé: V = #r7h.

éa Cho hinh 1&p phuong ABCD.A'B'C'D’ canh a. Tinh dién tich xung quanh cla hinh

38

fru va thé tich clia khéi tru cé hai day Ia hai hinh tron ngoai tiép hai hinh vuéng
ABCDva A'B'CD'.

5. Vidu

Trong khéng gian, cho hinh vuéng ABCD canh a. Goi I va H lan lugt la trung
diém cua cic canh AB va CD. Khi quay hinh vuéng dé xung quanh truc IH ta
duoc mot hinh tru tron xoay.

a) Tinh dién tich xung quanh cua hinh tru tron xoay dé.
b) Tinh thé tich ctia khéi tru trén xoay duge gidi han bdi hinh tru néi trén.
-]

Giai

. . P " - R : T
a) Hinh tru tron xoay c¢6 ban kinh day r = =¥ duong sinh / = a. Do dé dién

tich xung quanh cua hinh tru la :

S

o s
= Y rrz 212
g 2mrl _:-'r') a=xa" (h2.12).

b) Thé tich clia khéi tru tron xoay duoc tinh theo cong thife :

V =ar2h = ﬂ(i] e %:ﬂrrﬁ :

|

I

I

|

a ——————
e 0

e

-

%
!
3
N e N

o | ".r"’ \‘\
T
L/J/
D
Hinh 2.12
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T
-

BAI TAP

Cho dudng tron tim O ban kinh r nim trén mat phang (P). Tir nhimg diém M
thudc dudng tron nay ta ké nhiing dudng thang vuéng géc véi (P). Chiing minh
rang nhitng dudng thang nhu viy nam trén mot mat tru tron xoay. Hiy xdc
dinh truc va ban kinh ctia mat tru doé.

Trong mdi trudng hop sau diy, hiy goi tén cdc hinh tron xoay hodc khéi tron
xoay sinh ra boi :

a) Ba canh ctia hinh chir nhat khi quay quanh dudng thang chira canh thit fur.

b) Ba canh cia mét tam gidc can khi quay quanh truc déi xirng cta né.

c) Mot tam gidc vubng ké ca cdc di€ém trong cla tam gidc vuéng dé khi quay
quanh dudng thang chita mét canh géc vuéng.

d) Mat hinh chit nhit ké ca cdc di€ém trong ctia hinh chit nhat dé khi quay
quanh dudng thang chira mét canh.

Cho hinh nén tron xoay cé dudng cao i = 20 em, ban kinh day r =25 cm.

a) Tinh dién tich xung quanh cua hinh nén da cho.

b) Tinh thé tich ctia khdi nén duoe tao thanh béi hinh nén dé.

¢) Mét thiét dién di qua dinh cua hinh nén ¢6 khoang cach tir tim cua ddy dén
mat phang chita thi€t dién 12 12 cm. Tinh dién tich thiét dién dé.

Trong khéng gian cho hai diém A, B ¢6 dinh va ¢é d6 dai AB = 20 cm. Goi d la
mot dudng thang thay déi luén luén di qua A va cich B mét khodng bang
10 cm. Chimg to rang dudng thang d luén luén nam trén mét mat nén, hiy xdc
dinh truc va géc & dinh cuia mat nén dé.

Mét hinh tru ¢6 ban kinh diy » = 5 em va ¢6 khodng cdch giita hai ddy bang 7 cm.
a) Tinh dién tich xung quanh ctia hinh tru va thé tich ctia khéi tru duoc tao nén.
b) Cat khai tru bdi m6t mat phang song song véi truc va cdch truc 3 cm. Hay

tinh dién tich cta thiét dién dugce tao nén.

Cat mét hinh nén bang mét mat phang qua truc ctia né ta duoc thiét dién 1a mot
tam gidc déu canh 2. Tinh dién tich xung quanh va thé tich clia hinh nén dé.

M6t hinh tru ¢6 ban kinh r va chiéu cao h = rﬁ.
a) Tinh dién tich xung quanh va dién tich toan phan cua hinh tru.

b) Tinh thé tich khéi tru tao nén bdi hinh tru di cho.
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10.

¢) Cho hai diém A va B 14n lugt nam trén hai dudng tron ddy sao cho géc giia
duwong thang AB va truc cua hinh tru bang 30°. Tinh khoang cach giita
dudng thang AB va truc cia hinh tru.
Mét hinh tru ¢é hai day la hai hinh trén (O ; r) va (O"; r). Khoang cich giira hai
diy la 00’ = rﬁ. M6t hinh nén ¢6 dinh la O’ va ¢6 ddy 1a hinh tron (O ; r).
a) Goi §; la dién tich xung quanh cua hinh tru va 8, 1a dién tich xung quanh
A R . .|
cua hinh nén, hay tinh t1 s6 s
)
b) Mat xung quanh ctia hinh nén chia khéi tru thanh hai phin, hiy tinh ti s& thé

tich hai phan doé.

Cat hinh nén dinh § b&i mait phang di qua truc ta duoe mét tam gidc vudng cin

¢ canh huyén bang a2,

a) Tinh dién tich xung quanh, dién tich ddy va thé tich cla khéi nén turong iing.

b) Cho diy cung BC cua dudng tréon day hinh nén sao cho mat phzlmg (SBC) tao
v6i mat phang chira ddy hinh nén mét goée 60°. Tinh dién tich tam gidc SBC.

Cho hinh tru ¢é6 ban kinh r va ¢6 chiéu cao ciing bang r. Mét hinh vuéng ABCD

¢6 hai canh AB va C'D lan luot 1a cic diy cung cia hai dudng tron ddy, con canh

BC' va AD khong phai 1a dudng sinh cua hinh tru. Tinh dién tich ctia hinh vuéng
dé va cosin clia gbe gilta mat phang chira hinh vuéng va mat phang day.
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§2. MAT CAU

o EFrC Al
SIZE g, wirIGHT

Hinh 2.13

Trong doi s6ng hiang ngay chiing ta thudng thiay hinh anh cia mat ciu théng
qua hinh anh bé mat ctia qua béng ban, ctia vién bi, cia mé hinh qua dia céu,
cia qua béng chuyén (h.2.13), v.v... Sau day chiing ta s& tim hiéu, nghién ciru
nhitng tinh chdt hinh hoc cua mat cau.

I- MAT CAU VA CAC KHAI NIEM LIEN QUAN PEN MAT CAU
1. Mdt cau

L Tdp hop nhitng diém M trong khéng gian cdach diéem O ¢6
dinh mot khodng khéng doi bang r (1 > 0) ditoe goi la mqit
. cdutam O ban kinh r (h.2.14).

Ngudi ta thudng ki hiéu mat cidu tim O bdn
kinh 7 12 (O ; r) hay viét tit Ia (S). Nhur vdy

ta c6 mit ciu S(O : r) ={M10M =r}.

— Néu hai d_iél*ﬂ C, D nam trén mat ciu (O ; r)
thi doan thang €D (h.2.15a) duoc goi la ddy
cung cua mat ciu dé.

Hink 2.14
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— Day cung AB di qua tim O dugc goi la mot dudng kinh eua mat cau. Khi dé
dé dai dwdng kinh bang 2r (h.2.15b).

a) b)
Hinh 2.15

Mét mit ciu duoe xdc dinh néu biét tim va ban kinh cla né hoac biét mét
duong kinh cua mat cau doé.

2. Piém ndm trong va ndm ngodi mdt cau. Khéi cdu

Cho mit ciu tim O ban kinh r va A 1a moét diém bat ki trong khong gian.

— Néu OA = r thi ta néi diém A ndm trén mat cau S(O ; r).

— Néu OA < r thi ta néi di€ém A ndm trong mat ciu S(O ; r).

— Néu OA > r thi ta néi diém A ndm ngoai mat ciu S(O ; r).

© Tdp hop cdc diém thuéce mdt cdu S(O ; r) cing véi cde diém

nam trong mdt cdu do diroc goi la khoi cau hodc hinh cdu
tam O bdn kinh r.

3. Biéu dién mat cdu

Nguoi ta thuong diung phép chiéu vubéng goc lén
mat phang dé biéu dién mat ciu. Khi dé hinh biéu
dién cua mat cau la mot hinh tron.

Muén cho hinh biéu dién clia mat ciu duoe truc

quan ngudi ta thudng vé thém hinh biéu dién cla

mot s6 dudng tron nam trén mat ciu dé (h.2.16).
Hinh 2.16

4. Duong kinh tuyén va vi tuyén ciua mdt cau

Ta ¢6 thé xem mat ciu nhir 1a mat tron xoay duoc tao nén bdi mét nita dudng
tron quay quanh truc chira dudng kinh cua nira duéng tron dé. Khi dé giao
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tuy€n chia mat cdu véi cdc nira mat phang ¢6 bd 1a truc ctia mat cdu dge goi
1a kinh tuyén ciia mat ciu, giao tuyén (n€u ¢6) clia mat ciu véi cic mat phang
vuéng géc véi truc durge goi 1a vi tuyén ciia mat ciu. Hai giao diém ciia mat
ciu véi truc duge goi la hai cifc cia mat cau (h.2.17).

VT tuyén

Hinh 2.17

A1 Tim tap hop tm cac méat cAu ludn luén di qua hai diém ¢ dinh A va B cho trudc.

II- GIAO CUA MAT CAU VA MAT PHANG

Cho mat cau S(O ; r) va mat phfmg (P). Goi H la hinh chi€u vuéng géc cua
O 1én mat phang (P). Khi dé h = OH 1a khoang cdch tir O téi mat phang (P).
Ta c¢6 ba trudng hop sau :

A

I. Truong hop h > r by

; g s P

Néu M la moét diém bat ki trén mat *}g ;

phang (P) thi OM >OH. Tir dé suy ra s i ,"‘
Fl : P

b
b

OM > r. Viy moi diém M thubdc mait

phang (P) déu nam ngoai mat ciu. Do =
dé mdt phdang (P) khong cé diém / P H /
chung véi mdt cau (h2.18). M

Hinh 2.18
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2. Trucng hop h=r
Trong trrdng hop nay diém H thudée mat ciu S(O ; r). Khi dé véi moi diém M
thude mat phang (P) nhung khic véi H ta luén luén ¢é :

OM>0OH =r nénOM > r.

Nhir vay H 1a diém chung duy nhét ciia mat ciu S(O ; r) vi mat phing (P).
Khi d6 ta néi mdt phing (P) tiép xiic vér mdt cdu S(O ; r) tai H (h.2.19).

Hinh 2.19
Diém H goi la tiép diém ctia mat cdu S(O ; r) va mat phang (P), mat phang
(P) goi la mdt phdng tiép xiic hay tiép dién cia mat ciu. Vay ta ¢6:
i Piéu kién cdn va dii dé mdt phdng (P) tiép xiic véi mdt cdu

SO ;1) tai diém H la (P) vudng géc voi ban kinh OH tai
diém H dé.

3. Truong hop h<r
Trong truedng hop nay mdt phdng cdt mdt cdu theo dudng tron thm H, bin

kinh = ¥r> —h> (h2.20).

Hinh 2.20
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That vy, goi M 1a mot di€ém thudce giao tuyén clia mat phang (P) v6i mat cu

SO ; r). Xét tam gidc vudng OMH ta ¢6 MH = «Jr: ~h>, dod6 M thudce

-

= a “3
duong tron thm H nam trong mat phang (P) vacé ban kinh "= ¥r=— h~.

Ddc biét khi h = 0 thi tim O cta mat ciu thudéc mat phang (P). Ta ¢6 giao
tuyé€n cta mat phang (P) va mat ciu S(O ; r) la dudng tron tim O ban kinh r.
Duong tron nay duogce goi la diwong tron lon (h.2.21)

Hinh 2.21

Mat phang di qua tdm O cua mat cau goi la mdt phang kinh cia mat ciu dé.

é 2 a) Hay xac dinh duong tron giao tuyén clia mat cau S(O ; r) va mat phing (&) biét
rang khoang cach tir tam O dén (&) bang ;—

b) Cho matcau S(O ; ), hai mat phdng () va (/) cb khoang cach dén tam O cla
mét cau da cho lan luot la ava b (0 < a < b < ). Hay so sanh hai ban kinh clia
cac dudng tron giao tuyén.

- GIAO CUA MAT CAU VOI PUONG THANG. TIEP TUYEN CUA
MAT CAU

Cho mat ciu $(O ; r) va dudng thang A .

Goi H la hinh chi€u vudéng géc cua tim O trén A va d = OH la khoang cich
tor O té1 A .
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Tuwong tu nhu trong trudng hop mat cdu va mat phang, ta ¢6 ba trudng hop
sau diy :

1. Néu d > r thi A khéng cat mit ciu S(O ; r) (h.2.22), vi v&i moi diém M

thuée A ta déu ¢c6 OM > r va nhu viy moi diém M thuéc A déu nam ngoai
mat ciu.

Hinh 2.22

2. Néu d = r thi diém H thudc mat ciu S(O ; r). Khi dé véi moi diém M thuéc A
nhung Khiac voi H ta ludén luén ¢é6 OM > OH = r nén OM > r. Nhu viy H la
diém chung duy nhét clia mat ciu S(O ; r) va dudng thang A . Khi dé6 ta néi
dudng thang A iép xiic véi mat ciu S(O ; r) tai H. Diém H goi la diém tiép
xiic (hoac tiép diém) chia A va mat ciu. Pudng thang A goi la #iép tuyén cla
mat ciu. Viy ta co :

' Diéu kién cdn va di dé duomg thaing A tiép xiic véi mdt cdu
SO ;r)tai diemH la A vuéng géc vor ban kinh OH tai diém
| Hd6(h223).

Hinh 2.23

3. Néu d < r thi dudng thang A cat mat cdu S(O ; r) tai hai diém M, N phan
biét. Hai di€ém d6 chinh 1a giao diém cha dudng thing A véi dudng tron giao
tuyé€n clia mat cdu S(O ; 1) vi mat phang (0, A) (h.2.24).
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Hinh 2.24
Pac biét, khi d = 0 thi dudng thang A di qua tim O va cat mat ciu tai hai
diém A, B. Khi d6 AB 1a duong kinh ciia mat ciu (h.2.15b).
Nhdn xét. Ngudi ta chitng minh dwoc rang :

a) Qua mot di€ém A nam trén mat ciu S(O ; r) ¢6 vo s8 ti€p tuyén clia mit ciu
dé. Tat ca cdc ti€p tuyén nay déu vudng géc véi ban kinh OA cua mat ciu tai
A va déu nam trén mat phang tiép xtic véi mat ciu tai diém A dé (h.2.25).

b) Qua mét di€ém A nam ngoai mat ciu S(O ; r) c6 v6 s6 ti€p tuyén véi mat
cdu di cho. Cdc ti€p tuyén nay tao thanh mét mat nén dinh A. Khi dé d6 dai
cdc doan thang ké tir A dén cdc ti€p diém déu bang nhau (h.2.26).

A

Hinh 2.25 Hinh 2.26

15 Chit y. Ngudi ta néi mdt cdu néi tiép hinh da dié n néu mat ciu dé ti€p xiic véi

tit ca cdc mat cha hinh da dién, con néi mdt cdu ngoai tiép hinh da dién néu
tit ca cdc dinh cha hinh da dién déu nam trén mat ciu.

Khi mat cau ndi ti€p (ngoai ti€p) hinh da dién, ngudi ta ciing néi hinh da dién
ngodi tiép (ndi tiép) mat ciu.
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&3 Cho hinh lap phuong ABCD.A'B'C'D’ c6 canh bang a. Hay xac dinh tam va ban kinh
mat cau :
a) Di qua 8 dinh clia hinh 1&p phuong.
b) Tiép xtic véi 12 canh cla hinh 1&p phuong.
c) Tiép xdc véi 6 mét cla hinh l&p phuong.

IV- CONG THUC TINH DIEN TICH MAT CAU VA THE TICH KHOI CAU

Dung phuong phdp gidi han ngudi ta chimg minh duge cdc cong thite vé tinh
dién tich ctia mat cdu va thé tich clia khéi ciu nhu sau :

Mat cau ban kinh r ¢6 dién tich la :

§=dxr"

Khéi cau ban kinh r ¢é thé tich 1a ;

= Chuy

a) Dién tich § ctia mat cdu ban kinh r bang bén lan dién tich hinh trén Ién cua
mat ciu dé.

b) Thé tich V cua khéi ciu ban kinh r bang thé tich kh&i chdp ¢6 dién tich ddy
bang dién tich mat ciu va c6 chiéu cao bang bdn kinh ctia khéi ciu dé.

éct Cho hinh 12p phuang ngoai tiép mat cau ban kinh r cho trudc. Hay tinh thé tich cla
hinh I&p phuong do.
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2,

et
B

5.

6.

T

9.

BAI TAP

Tim tap hop tit ca cdc diém M trong khéng gian luén luén nhin doan thang AB
¢d dinh dudi mot gée vubng.

Cho hinh chép tif gidgc déu SABCD c6é tit ca cic canh déu bang a. Hiy xdc
dinh taim va bdn kinh mat ciu ngoai ti€p hinh chép dé.

Tim tap hop tim cdc mat ciu luén luén chita mot dudng tron ¢6 dinh cho trudc.

Tim tip hop tim nhimg mat ciu ludn cung ti€p xiic véi ba canh ciia mét tam
gidc cho trudc.

Tir mot di€m M nam ngoai mat ciu S(O ; r) ta ké hai dudng thang cat mat cau
lan lugt tai A, B va C, D.

a) Chirng minh rang MA.MB = MC.MD.

b) Goi MO = d. Tinh MA.MB theo r va d.

Cho mit cdu S(O ; r) ti€p xiic véi mat phang (P) tai I. Goi M 1a mét di€ém nam
trén mat cau nhung khéng phai 1a diém déi xing véi 1 qua tam O. Tir M ta ke

—— e e,

hai ti€p tuyén ctia mat cau cat (P) tai A va B. Chimg minh rang AMB = AIB.

Cho hinh hép chit nhit ABCDAB'C'D" c6 AA'=a, AB=bh,AD=c.
a) Hay xdc dinh tam va ban kinh cua mat cau di qua 8 dinh cua hinh hép dé.

b) Tinh ban kinh clia dudng tron 1a giao tuyén clia mat phang (ABCD) véi mat
cdu trén.

Chitng minh rang n€u ¢6 mét mat cau ti€p xic véi 6 canh ctia mot hinh i dién
thi téng do6 dai cua cdc cap canh déi dién cta tif dién bang nhau,

Cho mot di€ém A ¢6 dinh va mét dudng thang @ ¢6 dinh khong di qua A. Goi O
la mét di€m thay déi trén a. Chimg minh ring cic mat cdu tim O ban kinh
r=0A ludn luén di qua mét dudng tron ¢d dinh.

10. Cho hinh chép $.ABC ¢6 bén dinh déu nam trén mét mat ciu, SA = a, SB = b,

SC = ¢ va ba canh SA, 8B, SC dbi mot vuéng géc. Tinh dién tich mat cdu va thé
tich khéi cdu duoc tao nén bdi mat ciu dé.
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ON TAP CHUONG II

Cho ba diém A, B, C cung thuée moét mat ciu va cho bi€t ACB =90°. Trong
cdc khang dinh sau khang dinh nao 1a diing ?

a) Pudng tron qua ba di€ém A, B8, € nam trén mat ciu.

b) AB 1a mét dwdng kinh cua mat ciu di cho.

¢) AB khéng phai la duong kinh cua mat céu.

d) AB 1a dwong kinh ctia dudng tron giao tuyén tao bdi mat ciu va mat phang (ABC).

Cho tit dién ABCD ¢6 canh AD vuéng géc v6i mat phang (ABC) va canh BD
vuéng goc véi canh BC. Biét AB = AD = a, tinh dién tich xung quanh va thé tich
cua khéi nén duge tao thanh khi quay dudng gap khic BDA quanh canh AB.

Chirng minh rang hinh chép ¢d tit ca cdc canh bén bang nhau néi ti€p dwoc
trong mot mat cau.

Hinh chép S ABC ¢6 mét mat ciu ti€p xiic véi cdc canh bén SA, 8B, SC va ti€p
xiic véi ba canh AB, BC, CA tai trung diém ctia mdi canh. Chimg minh rang
hinh chép dé la hinh chép tam gidc déu.

Cho tir dién déu ABCD canh a. Goi H 1a hinh chi€u vuéng géc cia dinh A

xudng mat phang (BCD).

a) Chimg minh H la tim dudng tron ngoai tiép tam gidac BC'D. Tinh dé dai doan AH.

b) Tinh dién tich xung quanh va thé tich cua khéi tru ¢6 dudng tron day ngoai
ti€p tam gidac BCD va chiéu cao AH.

Cho hinh vuéng ABCD canh a. Tir tim O cia hinh vuéng dung dudng thang A

vudng géc véi mat phang (ABCD). Trén A 1dy di€ém § sao cho O8 = 2. Xic

dinh tim va bdn kinh mat cau ngoai ti€p hinh chép SABCD. Tinh dién tich cha
mat ciu va thé tich clia khéi cdu dirge tao nén bdi mat ciu dé.

Cho hinh tru ¢é ban kinh day r, truc OO’ = 2r va mat ciu dwong kinh 00",
a) Hiy so sdnh dién tich mat ciu va dién tich xung quanh cua hinh tru dé.

b) Hiy so sdnh thé tich khai tru va thé tich khéi cdu duge tao nén béi hinh tru
va mit ciu di cho.
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1.

CAU HOI TRAC NGHIEM CHUONG I

Cho hinh lap phuong ABCD.A'B’C’D’ ¢6 canh bang a. Goi § 1a dién tich xung
quanh cua hinh tru ¢é hai dudng tron diy ngoai ti€p hai hinh vuéng ABCD va
A'B'C'D’. Diéntich S la :

(A) :«'n'.r:; (B) ﬂazﬁ ;
o)
2 s
©) 7a*3 (D) m‘,}‘r.
Goi § la dién tich xung quanh cua hinh nén tron xoay duge sinh ra bai doan

thang AC’ ctia hinh lap phuong ABCD.A'B'C’D’ ¢6 canh b khi quay xung quanh
truc AA". Diéntich § la :

(A) 7b> (B) 7342 :
©) 7623 : (D) b6 .
Hinh chép SAABC ¢6 day la tam gidc ABC vudng tai A, ¢6 SA vudng gdc vai

mat phang (ABC) v ¢6 SA = a, AB = b, AC = ¢. Mat ciu di qua cdc dinh A, B,
C, 5 ¢6 ban kinh r bang :

{A}Z{“—M; B) Va2 +b% + &2

3

l - 2 2 -
(C) ;\Ja‘er: +c¢” (D) N¥a~ +bh~ +e2,

Cho hai diém c6 dinh A, B va mét diém M di déng trong khong gian nhung

luébn thod min diéu kién MAB=a véi 0° <a <90°. Khi d6é diém M thude
mat nao trong cidc mat sau :

(A) Mat nén ; (B) Mat tru ;
(C) Mat ciu ; (D) Mat phang.

S& mat cau chita mét dudng trdn cho triede 1a :
(A)O; (Bj 1:
©2; (D) v6 s6.
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6.

T

8.

91

10.

Trong cdc da dién sau day, da dién nao khéng luén luén ndi ti€p duoge trong
mat cau :

(A) hinh chép tam gidc (tir dién) ;
(B) hinh chép ngi gidc déu ;

(C) hinh chép tir gidc ;

(D) hinh hép chir nhat.

Cho tir dién ABCD ¢é canh AD vuéng gée véi mat phang (ABC) va canh BD
vudng goc voi canh BC. Khi quay cic canh tr dién dé xung quanh truc la
canh AB, c6 bao nhiéu hinh nén duoc tao thanh ?

(A)L; (B)2;

© 3 (D) 4.

Cho hinh lip phuong ABCD A'B’C’'D’ ¢6 canh bang a. Mét hinh nén ¢6 dinh 1a
tdim cua hinh vuéng ABCD va c6 dudéng tron diy ngoai ti€p hinh vuéng
A'B’C’'D’. Dién tich xung quanh ctia hinh nén dé la :

1a>\3 ra*\2

=7 (B) S5 |
oy e (D) m;\(g_

— -

Cho tam gidc déu ABC canh a quay xung quanh dudng cao AH tao nén mot
hinh nén. Dién tich xung quanh cta hinh nén dé la :

(A) ma” (B) 27a”;

1 3 o
(C) Eﬂ'a : (D) 4?:‘:1 .
Trong cdc ménh dé sau day, ménh dé nao sai ?

(A) Mat tru va mat nén c6 chia cdc dudng thang.
(B) Moi hinh chép luén néi ti€p trong mat ciu.
(C) C6 v6 s6 mat phang cat mat cdu theo nhitng dudng tron bang nhau.

(D) Luén c6é hai dudng tron ¢6 ban kinh khéc nhau ciing nam trén mét mat nén.
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11. Cho hinh tru ¢6 ban kinh ddy bang r. Goi O, O Ia tam cua hai day véi 00’ = 2r,
Mot mat ciu (8) ti€p xtc véi hai diy cia hinh tru tai O va 0. Trong cdc ménh
dé dudi diy, ménh dé nao sai ?

(A) Dién tich mat ciu bang dién tich xung quanh ctia hinh tru.

5
(B) Dién tich mit cdu bang é dién tich toan phan ctua hinh tru.

: e i ,
(C) Thé tich khéi cau bang I thé tich khéi tru.

2
(D) Thé tich khéi cdu bang é thé tich khéi tru.

12. M6t hinh hép chir nhat néi ti€p mat cau va c¢é ba kich thude la a, b, ¢. Khi do
ban kinh 7 cia mat ciu bang :

(A) ,:—\.‘a?'+h?‘+c'2 : (B) a* +b> +¢2 :
2 o] 2 Y = +f:+ S
(©) V2Aa®+b>+¢2) ; () b

3

13. M6t hinh tru ¢é hai ddy la hai hinh tron ndi ti€p hai mat cua mét hinh lap
phuong canh a. Thé tich clia khéi tru dé la :

2 B 1.3. .
{A}_}aﬂ, (5}41:!??‘

=1

(C) %d}'ﬂ : (D) a°x .

14. Mét hinh tir dién déu canh @ ¢6 mét dinh tring véi dinh cua hinh nén, ba dinh
con lai nam trén dudng tron diy cia hinh nén. Khi dé dién tich xung quanh
cua hinh nén la :

(A) %ﬂ'az'\ﬁ: (B) %ﬁ'ﬂ:ﬁ 2

(©) %mr%{i - (D) :«'mz-\ﬁ.
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15.

16.

17.

18.

54

Trong cdc ménh dé sau diy ménh dé nao sai ?

(A) Bit ki mét hinh tir dién nao ciing ¢6 mot mat ciau ngoai tiép.

(B) Bat ki mét hinh chép déu nio ciing ¢6 mét mat ciu ngoai tiép.

(C) Bat ki moét hinh hép nao cling ¢6 mét mat cau ngoai ti€p.

(D) Bit ki mét hinh hép chir nhat nao cling ¢6 mét mat ciu ngoai ti€p.

Ngudi ta bo ba qua béng ban ciing kich thude vao trong mét chiée hép hinh tru
¢6 diy bang hinh trén 16n cia qua béng ban va chiéu cao bang ba lin dudng
kinh qua béng ban. Goi 8, la téng dién tich ctia ba qua bong ban, 8, la dién

tich xung quanh cua hinh tru. Ti s6 —' bang :

h:

(A) 1 ; (B) 2;
(137 () 1.2.

Ngudi ta xé€p 7 vién bi ¢ cuing bin Kinh r vao mét cdi lo hinh tru sao cho tét ca
cic vién bi déu ti€p xic véi ddy, vién bi nam chinh gitta ti€p xic véi 6 vién bi
xung quanh va méi vién bi xung quanh déu tiép xic véi cdc dudng sinh cua lo
hinh tru. Khi dé dién tich ddy cua cdi lo hinh tru la :

(A) 16772 (B) 1871 ;

(C) 971> : (D) 3677 .

——

Cho ba diém A, C, B nam trén mét mat ciu, biét rang géc ACB =90°. Trong
cic khang dinh sau, khang dinh nao la ding ?

(A) AB 1a mot duong kinh cia mat ciu,
(B) Luén ¢6 mot dudng tron nam trén mat cdu ngoai ti€p tam gidc ABC.
(C) Tam gidc ABC vudng can tai C.

(D) Mat phang (ABC’) cat mat cdu theo giao tuyén [a mot dudng tron 16n.
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Rhirng van dé cé lién quan dén Rinh fuyén
va vi tuyén cua Trai Dat

1. Viéc danh sé cdc kinh tuyén va vi tuyén

Trdi Dét la mét trong cdc hanh tinh cua Hé Mat Trdi, ¢6 dang hinh cdu véi
ban kinh r & 6370 km. Pudng xich dao la vi tuyén dai nhit, dai khoang
40 076 km, chia Trdi DAt thanh hai phin : bin ciu Bac va bin ciu Nam. Dé
dinh s6 cdc kinh tuyén va vi tuyén trén bé mat Trai Dat, ngudi ta phai chon
mét kinh tuyén va mét vi tuyén lam géc. Kinh tuyén géc va vi tuyén gbe
déu duoc ghi s6 0°. Kinh tuyén géc di qua dai thién van Grin-uyt & ngoai 6
thanh ph8 Luin D6én (nuwde Anh), tuy hién nay dai thién van nay di chuyén
di noi khdc, nhung kinh tuyén géc van & chd cii. Vi tuyén géc chinh Ia
duong xich dao (h.2.27).

Xich dao :

180 © Kinh tuyén gic
Vi tuyén gie PeiB

Hinh 2.27

Nhirng kinh tuyén nam & phia déng cua kinh tuyén géc 1a nhitng kinh tuyén

déng (D) dwge dinh s6 tir 1°,2°, ... dén 180°. Kinh tuyén 180° la kinh
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tuyén doi dién véi kinh tuyén 0°. Twong tu, nhimg kinh tuyén nam phia tiy
cia kinh tuyén géc la nhitng kinh tuyén tay (T).

Cic vi tuyén & phia bac xich dao va phia nam xich dao theo thir tw déu dwoc
danh sé tir 1°, 2°, ... d€n 90°. Vi tri cia mdi dia diém trén Trai Dat duge xdc
dinh tai chd cat nhau cta cap kinh tuyén va vi tuyén di qua diém dé. Vi du ta
¢6 kinh dé va vi d6 clia mét diém M la

255H

30° B.
Véi toa do dia li cua diém M dé, ta hiéu rang diém M nam trén kinh tuyén

25° vé phia déng kinh tuyén géc va nam trén vi tuyén 30° vé phia bac qua
Dia ciu.

2. Cdc khu vue gio trén Trdi Dat

5 s T 1050 75 e 5" 50 8° s T pepg0 D5 oo 25 g0 B8 g 128%,, 0 108% R4
B |A Q%' < |L

%

o249 LS A,
= -~

v i E 5 /

ir\ﬂ& ( & uh? ; f{:.
s Y Tl :

= ¢ u OBe f L3 i
X -~ :
” sy |
) Kichjgadi~ !

u:'_ ‘PL‘-\“ i : 10°

1& < k i i

O < !

"o 2, AN o A

te ‘ :

1 2 3 4 5 8 7 B 9 10 1 12 13 14 15 16 17 18 18 20 21 22 23 24
HOODDDDDHDOODHBHORDDDHSHOODH
WBlH4(15|16|17 |80 |20 (2122|123 | 0 |1 | 2|3 | 4| 5|67 | 8|92 |10|11 |12

Céac khu vue gio trén Trai Bat
Hinh 2.28
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Trai Dat tu quay mot vong quanh truc ctia né trong khodng 24 gid. DE tién
cho viéc tinh gid va giao dich trén thé gidi, ngudi ta chia bé mat Trii Pat ra
24 miii gi¢. Mbi khu vue ¢ mét gid riéng, chiéu réng mdi khu vuc bang
I5 kinh d6 va ldy gio cua kinh tuyén di qua chinh gitta khu vuc dé lam gio
chung cua khu vire. Khu vure ¢6 kinh tuyén géc di qua duge quy dinh 1a khu
vuc gid 0. Nude Viét Nam ta & khu vure gio thir 7 (h.2.28).

Héi nghi quéc t€ nam 1884 quy dinh khu vuc c6 kinh tuyén géc di qua lam
khu viue gid goc va dianh s6 0. Ranh gidi cua khu vue nay la tir kinh tuyén

7°30' T dén 7°30" B. Tir khu vure gir géc vé phia déng la khu vue ¢6 s6 thir
tu tang dan (tir 1, 2, 3, ... dén 23) va mo6i khu vyc cdch nhau 1 gio. Khu vuec
gid s6 0 tring véi khu vue giy s6 24. VE mat nguyén tic, gii han clia cdc
khu vue gio la cac duong kinh tuyén duwoe danh s6, nhung trong thuc té€ &
mbt s6 khu vuc, cic dudng gidi han dé lai la cic dudng gap khic d€ phit hop
vdi cdc dudng bién gidi qudc gia. D61 dién véi khu vue gidy gbe (0 gid) la
khu vue s6 12 va dé tinh ngay gid duoe thuan tién trong cic hoat dong
chung cua th€ gidi. ngudi ta quy dinh ldy kinh tuyén 180° qua khu vuc gio
s& 12 nam gitta Thdi Binh Duong lam dudng chuyén (déi) ngay quéc té.
Néu di tir phia Tay sang phia Péng qua kinh tuyén 180° thi phai lui lai mot

ngay lich, con néu di tir phia déong sang phia tiy qua kinh tuyén 180° thi
phai tang thém mot ngay lich.

3. Cdc vi tuyén ddc biét : cdc vong cuc va edc chi tuyén

Trong khi quay quanh Mat Tri, truc Trdi DAt luén nghiéng va khéng déi
phuong, ¢6 lic nghiéng ban ciu Bac, ¢6 lic nghiéng bin ciu Nam vé phia
Mat Tr&i. Do dudng phan chia sing t61 khéng triing vé&i truc Bac — Nam ctia
Dia ciu nén & ban ciu Bac va & bian ciu Nam ¢é hién twong ngay dém dai
ngan khac nhau.

Cdc dia diém nam trén dudng xich dao (& vi tuyén 0°), quanh nam lic nao
ciing ¢6 ngay dém dai nhu nhau.

Viao ngay 22-6 (titc 1a ngay ha chi) cic dia diém tir vi tuyén 66°33' Bac
dén cuc Bac va vao ngay 22-12 (tic 1a ngay déng chi) cdc dia diém tir vi
tuyén 66°33' Nam dén cuc Nam c¢6 ngay hoic dém dai sudt 24 gid. Cic vi

tuyén 66°33' Bac vi Nam ctia hai ban cau duge goi la Vong cuc Bdc va
Vong cue Nam.
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Vao ngay ha chi, Mat Tr&i chi€u thang géc vio vi tuyén 23°27' Bac va vao

ngay déng chi Mat Troi chi€u thang gée vao vi tuyén 23°27° Nam. Cic vi
tuyén nay lan luot duge goi la Chi tuvén Bac va Chi tuyén Nam (h.2.29).

11

22-6

Hinh 2.29

Viao cdc ngay 21-3 (tic 1a ngay xuin phin) va ngay 23-9 (tic 1a ngay thu
phin) hai ban ciu nhin duoc géc chi€éu nhu nhau cia Mat Troi, do dé tiép thu
duge mét lwong nhiét va anh sing nhu nhau (h.2.30).

?13

Hinh 2.30
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Cdc chi tuyén va cic vong cuc la nhitng vi tuyén dac biét lam ranh gidi phan
chia bé mat Trdi Pat ra nam vanh dai nhiét song song véi xich dao. Twong
img véi nam vanh dai nhiét, ngudi ta chia Trai Pat ra nam déi khi hiu sau day
(h.2.31):

Hinh 2.31

* Nhiét doi chira xich dao giéi han tir vi tuyén 23°27° Bac dén vi tuyén
23°27" Nam. D6 la mién giita hai Chi tuyén Bac va Chi tuyén Nam. Day la
vung khi hiu néng.

* On déi gdm c6 hai d6i khi hau, bao gdm tir Chi tuyén Bic dén Vong cuc
Bac va tir Chi tuyén Nam dén Vong cuc Nam. Day la hai khu vire ¢6 lugng
nhiét trung binh va ¢6é bén mua thé hién rit rd trong nam.

* Han doi gbm hai déi khi hau tir Vong cue Bac dén cuc Bac, Vong cuc
Nam dén cuc Nam. Day 1a hai khu vue gida lanh va ¢6 bang tuyét hau nhw
quanh nam.

Nhir vay su phan hoa khi hau trén bé mat Trai Dat phu thude vao nhiéu yéu
16, trong dé c¢6 su phan hod theo vi do.
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4. Vi tri cua nwée Viét Nam
Xem ban dé khu vuc Déng Nam A, chiing ta d& dang nhén thiy rang ving dat
lién cha nude Viét Nam & vao ving kinh tuyén tir 102°10" B dén 109°24' P

va & vao viing vi tuyén tir 8°34" B dén 23°23' B (h.2.32).

140%
20°
o
.
£ o
o
[yl
uﬂ
>
&
140%
Bén dé khu vire Déng Nam A
Hinh 2.32
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PHUONG PHAP TOA DO
TRONG KHONG GIAN

¢ Hé toa dd trong khéng gian
© Phuong trinh mit phang
¢ Phuong trinh dudng thing

Tru s@ Lién Hiép Quéc tai Niu O6c (New York)
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§1. HE TOA PO TRONG KHONG GIAN

Trai Dat va Tram vil tru ISS (International Space Station) trong khong gian

I- TOA PO CUA PIEM VA CUA VECTO

1. Hé toa do

Trong khéng gian, cho ba truc x'Ox, y'Oy, e
'Oz vudng goéc vai nhau tirmg déi mot. Goi

e

i, j, k lanluot la cdc vecto don vi trén cdc ? p

truc x'Ox, y'Oy, 'Oz ‘

Hé ba truc nhur vay dirge goi la hé truc toa ?}”/i J:> ;
dé Pé-cdac vuong géc Oxyz trong khong // |

gian, hay don gian duoc goi la hé toa dé I_:E :

Oxyz (h.3.1). Hinh 3.1

Diem O duoc goi la goc toa dé.

Cic mat phang (Oxy), (Oyz), (Ozx) déi mét vuéng géc vai nhau duge goi 1a
cdc mdt phdng toa do.

Khéng gian vai hé toa dd Oxyz con duge goi la khong gian Oxy:z.
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- = =
Vi i, j, k labavecto donvi déi mét vudng géc vai nhau nén :

=1 =2

i=] =k =1
vai ij=jk=ki=0.

&1 Trong khong gian Oxyz, cho mot diém M. Hay phan tich vecto OM theo ba vectd

khong dong phang 7. /, k da cho trén cac truc Ox, Oy, Oz.
2. Toa dé ciia mét diém

Trong khéng gian Oxyz, cho mot di€m M tuy ¥. Vi ba vecto i, j, k khong
déng phang nén c¢é mot bd ba s6 (v ; v ; =) duy nhit sao cho :

@ == ,1'?+}-‘:;+ :E (h.3.2).

Z A

Hinh 3.2

Nguroc lai, véi bo ba sé (x : v 2) ta 6 mot di€ém M duy nhit trong khéng gian
thoa man hé thic OM =xi +vj+ zk.

Ta goi bd ba s8 (x; v ; z) d6 1a toa do ciia diém M dsi véi hé truc toa do Oxy:z
da cho va viét :

M=(x;y;z)hoac M(x;y;z).

timdapan.com 63



3. Toa do cua vecto

Trong khéng gian Oxyz cho vecto a, khi d6 luén t6n tai duy nhit bd ba s6

(a4 ay; ay) saocho : a= a,?+ a:_-f+ ayk.
Ta goi bd ba s6 (a,; ay; az) dé 1a tog do ciia vecto G déi véi hé toa do Oxyz
cho trudc va viét a = (a;; a,; a3) hodc alay; as; ay).
Nhén xét. Trong hé toa do Oxyz, toa d6 clia diém M chinh 12 toa d6 cla vecto OM.
Tac6: M=(x;y;2) & @ =(x;y;:2).
Az Trong khéng gian Oxyz, cho hinh hép chir nhat ABCD.A'B'C'D' c6 dinh A trung voi
goc O, c6 AB, AD, AA' theo th(r tu cing hudng véi i, j, k va co AB = a,
AD = b, AA' = ¢. Hay tinh toa db cac vecto AB, AC, AC' va AM V6 M1a trung
diém cla canh C'D',
II- BIEU THUC TOA PO CUA CAC PHEP TOAN VECTO

 Dinh i

. Trong khéng gian Oxyz cho hai vecto @= (@ :a~:ay) va

b= (by; byiby). Taco:
- a) H+B:(a| +by;ay+ by ay+by),
h) a-b= (ay=by: ar=by; ay—hy),
¢) ka = k(ay ;ay;a5) = (kay; kay; kay)
voi k la mét so thiee.
Chiing mink
Theo gia thiét: a = a|;"+ a3}+a31: ; b= .-'Jl;'.ﬁ— ."13}+h3}-.:,
=% E+E={ﬂ| +b|);'.+(a:+h2)}+(a3+hj]z ;
Vay 3+.-;;=(a,+b|: h+hy; ay+hy).

Chirng minh tuong tu cho tredong hop b) va c).

o4 timdapan.com



' Hé qua

a) Cho hai vecto @ = (a):a5:ay) va b=ith b .’}3) ;

a = hI

b)Vecto 0 c6 toa déla(0:0;0).

¢)Vor b+ 0 thi hai vecto @ va b cin g phirong khi va chi khi
c6 mot s6'k saocho : ay=kby, ar = kby, ay = kb .

d) Trong khéng gian Oxyz, néu cho hai diém A(X, 3Y4324),
B(xg; ygizpg) thi:

¢ AB=0B-0A=(Xg—XA:Yp—=Ya:%8—24)-

e Toa dé trung diém M ciia doan thiang AB la

M[J:A+,r3 Yatyp ':A+ZBJ

a ]

2 2 2

— —

II- TICH VO HUONG
1. Biéu thitc toa dé cua tich vé huwiong
 Dinh i
Trong khong gian Oxyz, tich vé huong cua hd vecto

a= (ay; a,; az) va 3: (Py: by by) ditor xac dinh hai céng thiic

ab =ab +a,b, +ayb,

Chitng minh
J}; = (JlF-l- H:}-i-ﬂg,;i:] -”’|F+hj}+h3;':}
—Iz et e ki

=abji +absijrabsik+ash ji +

A

-

—o: — - —r —r —
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3 D

-

Vi o = =)

(]

=1 va T::}E=E;= 0 nén
ab= ab + asby + ashy .
2 [;"ng dung

=GR T . i
a) Bo dai cua mot vecto. Cho vecto a = (ay; as ;5 ay) .

g 8 wua [+2 :
Ta biét ring |@|” = @~ hay |@l=4a>. Do dé

= 2 2 2
|ﬁ'|: ::]'L +(-I‘2 +G‘3.

b) Khodng cdch giita hai diém. Trong khéng gian Oxyz, cho hai di€ém
A(X 45 ¥4: Z4) va B(xg: yg: zg).Khido khodng cach giita hai diém A va

B chinh la d6 dai cua vecto AB. Do d6 taco:

2 3 >

AB =|AB|= J{‘.E —X4 )- +(‘I'B YA )- +(:E —Z4 )- ‘
c) Gée giita hai vecto. Néu ¢ 1a gbéc giita hai vecto a = (aj; ay; ay) va

o - o o -..E;
h=(by:by:by) v6i @ va b khic 0 thi cos -.;Dzﬁl:[- Do dé6:
al b

a|h| + ﬂi: + (73.':}3

. o) . 3 > 2
Ja; +a> +az ,Jh,- +b5 +h3

-
cos@p=cos(a, b) =

Tirdétasuyra alb < ayby + aybhy +ayby =0,

ﬁa Vdi hé toa do Oxyz trong khong gian, cho @ = (3 ;0 ; 1), b = (1;-1;-2),
7 =(2:1:-1). Haytinh Z.(b+7) va |a+5|.

IV- PHUONG TRINH MAT CAU

. Dinh If
Trong khéng gian Oxyz, mdt cdu (S) tam Ifa ; b ; ¢) bdn kinh r
c6 pluwong trinh la :

(x~= rr)z +(y - h)z +{z= f')z =
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Ching mink
Goi M(x ; y; z) la moét di€ém thude mat ciu () tim [ ban kinh r (h.3.3).

Khid6: M e (8) < |1M|=r

L= J{I— ::J'Jl2 2 o .hljl2 +(z— {')1 =r
& (x— a}l +{y= h}z —|—(:—c')2 =2,
2 2 2 2 ; g
Dodé (x—a)” +(yv—h)” +(z—c¢)” =r~ la phuong trinh cua mat cau (5).

M(x;y;z)

'

Ifa;b;c)

Hinh 3.3

&d Viét phuang trinh mat cau tam /(1 ;-2 ; 3) ¢6 ban kinh r=5.

Nhdn xét. Phuong trinh mit ciu néi trén ¢6 thé viét dudi dang :
2 2 o) ) ) 2 2 7
X“4+y +z7-2ax-2by—-2cz+d=0véid=a +b"+c"—1".

Tir dé ngudi ta chimg minh duge rang phuong trinh  dang
2+ y?+22 4 24v+2By+2C-+ D=0 véi diéu kien A2+B>+C*-D>0
la phuong trinh cta mat cdu tim I(-A ; -B ; -C) c¢6 ban kinh
r=vA21B* 12D,

Vi du. Xic dinh tam va ban kinh ctia mat ciu c6 phuong trinh :

) 3

=
X"+ y +z7+4x-2y+6z+5=0.
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o da

Giai

Phurong trinh mat ciu di cho tuong duong véi phuong trinh sau :
(x+2) +(y- 1) +(z+3)* = 32.

Viy mat ciudichocoétimI=(-2:1 ;-3), bin kinhr = 3.

BAI TAP
Cac bai tip sau day déu xét trong khéng gian Oxy:=.

Cho ba vecto a =(2;—5;3),E =(0:2;-D, ¢ =(1;7;2).

3 = —r ]. = —
a) Tinh toa d6 cua vecto d = 4a —-3-b+3r- :
b) Tinh toa do clia vecto € = a — ah-2¢ .

ChobadiémA=(l:-1;1),8=(0;1:2),C=(;0;1).
Tim toa d6 trong tim (7 cia tam giac ABC.

Cho hinh hép ABCDAB'C'D'biétA=(1;0;1),B=(2;1:;2),D=(1:-1;1),
(’'= (4:;5;-5). Tinh toa d6 cdc dinh con lai cua hinh hop.

Tinh

a)ah v6id =(3;0;-6), b =(2;:-4:0).

b) Z.d v6i & =(1:-5:2),d =(4:3:-5).

Tim tdm va bdn kinh cta cdc mat ciu cé phuong trinh sau déy :
a) ,1'2+J-'2+:2— &x—2y+1=0;

b)3x" +3) +3:°— 6+ 8y + 15: -3 =0,

Lap phuong trinh mat céu trong hai trudng hgp sau day :

a) Codudng kinh ABvGiA=(4;-3;7),B=(2;1;3).

b) Pi qua diém A =(5;-2;D)vaico6timC=3;-3;1).
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§2. PHUONG TRINH MAT PHANG

Trong hinh hoe khéng gian & Iép 11 ta da biét mot s6 cdich xde dinh mat
phang, chang han nhu xdc dinh mat phang bang ba diém khéng thang hang,
bing hai dudng thang cat nhau, ... . Bay gio ta sé xdc dinh mat phing bing
phuong phip toa do.

-

Céc bifc tuéng cla toa nha cao tang hién dai
cho ta hinh anh clia mat phdng trong khéng gian

I- VECTO PHAP TUYEN CUA MAT PHANG

 Dinh nghia

Cho mdt phding (a). Néu vecto i khdc 0 va cé gid vuong
géc véi mdt phang (@) thi n dugc goi la vecto phdp tuyén
. clia (@)
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05° Chii y. Néu 71 1a vecto phdp tuyén ciia mot mat phang thi ki véi k # 0, ciing
la vecto phap tuyén clia mat phang do.
®Bas todn
Trong khéng gian Oxyz cho mat phang (@) va hai vecto khéng cing phuong
a=(ay; as; &), b= (B 5 by by) c6 gid song song hodc nam trong mat phang
(). Chimg minh rang mat phang (&) nhan vecto
n = (ayhy— ashy; ashy —apby; aghy — ashy)
lam vecto phéap tuyén.

g’fdf

Tacé: an = ay(ayhy — azhy )+ as(ayhy — ayby) + ay(ayhy —asby)

= (ajayhy — ara by) +(aya b, — ajayhy )+ (arazby — azyasby)

Viy vecto ii vubng géc véi ca

=

: sk comz BY sy i —>
hai vecto @ va b, ¢6 nghia la b
gid cua né vudng goc vaéi hai
duong thang cat nhau cua mat

' a

phang (@) (h.3.4). Suy ra gid
cia n vudbng géc v&i mat
phing (g). Vi 4, b khéng
cing phuong nén cic toa do
ciia 1 khong déng thoi bang 0,

2.
suy ra 71 #0. Do dé vecto i la
mot vecto phdp tuyén cua mat Hinh 3.4
phang ().
Vecto il xdc dinh nhie trén dicoc goi la tich ¢é hwéng (hay tich
vecto) cha hai vecto @ va b, ki hiéu la n=anrb hodc

i=[a.b].

&1 Trong khong gian Oxyz cho ba diém A(2 ;-1 ; 3), B{4; 0 ; 1), C(-10; 5 ; 3). Hay
fim toa d6 mot vecta phap tuyén ctia mat phang (ABC).
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1I- PHUONG TRINH TONG QUAT CUA MAT PHANG

Bai toan 1

Trong khong gian Oxyz cho mat phang (&) di qua diém M, (x, ; ¥, i o) va nhan
i (A ;B : C)lam vecto phip tuyén. Chirng minh rang diéu kién cdn va du dé
di€ém M(x ; y ; z) thude mat phfmg () la:

Alx =xp) +B(y—yp) + C(z—Zp) = 0.
Tacod W =(X=Xg: Y= Yp:Z—2p) (h.3.3)
Me@e MMc(a) < Him
= H.w: 0

< A(x=xg) +B(y =)+ C(z =z = 0.

Hinh 3.5
®Bdi todn 2
Trong khéng gian Oxyz, chimg minh ring tap hop cdc diém M(x ; v ; z) thoa
min phuong trinh Ax + By + Cz + D = 0 (trong dé cdc hé s6 A, B, C khong
déng thoi bang 0) 1a mé6t mat phiang nhin vecto 7 = (A ; B ; C) lam vecto
phap tuyén.
. 3.

Ta ldy di€ém My(x ; ¥, ; Zo) sao cho Axy + By, + Czy + D = 0 (chang han néu

; D
A #0thitalay x, = o ; Yo=2p=0).
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Goi (@) 1a mat phang di qua diém M, va nhin 7 = (A ; B ; C) lam vecto phdp
tuyén. Ta cé :

Me(@) © Ax=x5) +B(y=yp) +C(c—z5) =0

< Ax+By+ Cz—(Axg+ Byg+ Cz4) =0

< Ax+By+Cz+ D=0 vi D==(Axyg+Byy+ Czy).
Tir hai bai toan trén ta ¢6 dinh nghia sau.

1. Dinh nghia

i Phuong trinh cé6 dang Ax + By+ Cz+ D=0, trong d6 A, B, C
khong dong thoi bang 0, diroc goi la phitong trinh tong qudt
. cia mdt phdng.

Nhin xét

a) Né€u mat phang (&) ¢6 phuong trinh téng quat 1a Ax + By + Cz + D = 0 thi
né ¢é mot vecto phip tuyén la n (A ; B; C).

b) Phwrong trinh mat phiang di qua di€ém My(xy : vg i Zp) nhin vecto n(A:B;C)

khic Ei lam vecto phdp tuyén la A(x —xg) + B(y = yg) + C(z = z4) = 0.
Az Hay tim mot vecto phap tuyén clia mat phdng (@) - 4x—2y -6z +7 = 0.

Aa Lap phuong frinh #6ng quat cla mat phéng (MNP) véi M(1;1;1), N@ ;3 ;2)
Ho;2:1)

2. Cdc truéng hop riéng Az
Trong khéng gian Oxyz cho mat
phfmg () :
Ax+By+Cz+D=0. (1)

a) Néu D = 0 thi géc toa doé O
¢o toa d6 thoa min phirong trinh
ciia mat phang (). Vay (a) di
qua goc toa d6 O (h.3.6).

Y

Hinh 3.6
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b) Néu mét trong ba hé s6 A, B, € bang 0, chang han A = 0 thi mat phang (&)
c6 vectd phdp tuyén la 7 = (0 ; B ; ). Ta cé iii =0.Do i la vecto chi
phuong cua Ox nén ta suy ra (&) song song hoac chita truc Ox (h.3.7a).

Ax+Cz+D=0 Ax+By+D=0
a) b) c)
Hinh 3.7

ﬁd Néu B =0 ho3c C = 0 thi m&t phang (@) c6 d3c diém gi ?

¢) Néu hai trong ba hé s6 A, B, C bang 0, vidu A=B =0va C # 0 thi tir
tredng hop b) ta suy ra mat phang (@) song song véi Ox va Oy hoic (&) chira
Ox va Oy. Viy (&) song song hoac tring véi mat phang (Oxy) (h.3.8a).

AZ
IR
’1 ,f :
e |
!
I
0 b
# }’," y
i
A
Ax+D=0
a) b) c)
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Aa NéuA=C=0vaB# OhofcnéuB=C=0vaA # 0 thi mat phang (o) co dic
diém gi ?
Nhdn xét
Néu ca bén hé s6 A, B, C, D déu

. D
khac O thi bang cach dat a = i

D D ;
b=——> ¢=-—, ta c6 thé dua
B C

phuong trinh (1) vé dang sau day :

“ ¥

Zalapleg, 2)

a b ¢
Khi d6 mat phang (@) cat cdc truc
Ox, Oy, Oz lin luot tai cic di€ém Hinh 3.9
cotoadd la(a:0;0),(0; bh;:0),
(0;0;c). Nguoi ta con goi phiuong
trinh (2) la phicong trinh cria mdt
phdng theo doan chdn (h.3.9).

Vi du. Trong khéng gian Oxyz cho ba diém M(1 ;0 ;0), N(0;2:0), P(0;0;3).
Hay vi€t phuong trinh mat phang (MNP).

;. A
Ap dung phwong trinh ctia mat phang theo doan chan, ta ¢é phuong trinh ctia

mat phang (MNP) la :

l.{..;i.{.i:[ hay 6x+3y+2: =6=0.
1 2 S

II- PIEU KIEN PE HAI MAT PHANG SONG SONG, VUONG GOC

ﬁs Cho hai mat phang (@) va () c6 phuong trinh
(a) : x=2y+3z+1=0,
(B):2x-4y+6z+1=0.

C6 nhan xét gi vé vecto phap tuyén cla ching ?
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Trong khong gian Oxyz cho hai mat phang (&) va (&) c6 phuong trinh
(&) :Ax+By+Ciz+D; =0,
()  Asx + By + Caz + D, = 0.
Khi d6 (¢) va (&,) c6 hai vecto phdp tuyén lan luot 1a
no=(A;;B8,;C),
Ny =(A,; B, C,).
Ta xét diéu kién dé hai mat phang (er)) va (a,) song song hoac vubéng goéc

v&i nhau.

1. Diéu kién dé hai mdt phdng song song

1"
/l /
e

Ta nhan thiy hai mat phang (e ) va (a5) song song hoac trung nhau khi va
chi khi chiing citng vuéng géc véi mot dudng thang, nghia la khi va chi khi
hai vecto phdp tuyén El va FF: ctia chiing ciing phuong (h.3.10).

Khidétacé: n =khn,.
Néu D, = kD, thitacé (g)trung v6i (&) .

Néu D, # kD, thi (&, )song song v&i (&) .
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Viy ta suy ra

() /] (ety) >

1 Chit y

(¢ )cat(a,) & iy #kil, (h3.11)

& (A B C)#K(A,; B, Cy).

n

K

N

Hinh 3.11

Vi du. Viét phuong trinh mat phang (&) di qua diém M(1 ; -2 ; 3) va song

song v&i mat phang (B : 2x -3y +:+5=0.

L

Gidi

Vi mat phang (&) song song véi mat phang (f) nén (@) c6 vecto phap tuyén
n =(2:;-=3;1). Mat phang (@) di qua diém M(1 ; =2 ; 3), viy (@) ¢6 phirong trinh :

2 =1y=-3y+2)+ I(z=3)=0hay 2x = 3y+:z=11 =0.
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2. Piéu kién dé hai mdt phang vuéng goc

&gy
-
n th
\ 2
Hinh 3.12

Ta nhén thdy hai mat phang (et)) va (@&, ) vubng gée voi nhau khi va chi khi hai

vecto phap tuyén Hl vi Ii, twong ting cua chiing vuéng géc véi nhau (h.3.12).
Viy ta c6 diéu kién :

< AA+B B, +C 0, = 0.

Vi du. Viét phuong trinh mat ph'ﬁng (@) di qua hai diEmAG; 1 ;-1),B2:-1:4)
va vudng géc v6i mat phang () ¢6 phuong trinh :

2i=y4 =1 =1,
a da
Giai
Goi 1 g 1a vecto phip tuyén clia mat phang (). Hai vecto khéng ciing phurong ¢é
gia song song hoac namtrén (@) 1 :

—

AB=(-1:-2:5)va ﬁﬁ =(2:~1:3).

Do dé mat phang (&) ¢6 vecto phép tuyén :

Ny = ABnflp =(-1:1355).

Vay phuong trinh cua (@) la :
=1x=3N+13y-D+5C+1)=0< x=-13y-52+5=0.
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IV- KHOANG CACH TU MOT PIEM PEN MOT MAT PHANG

78

 Dinh i

Trong khong gian Oxyz, cho mdt phing (@) cé phuwong trinh
AX+ By +Cz+ D =0vadiém My(xg:ve:ze) Khodng cdch
- trdiém My dén mdt phang (), ki hiéu la d( My, (@), duoc

- tinh theo céng thiic :

Axg +Byg +Czp+ D
I 0 0 0 |

d My, (@) =

\.Lf_'fl+.82+~':.‘2
Chiing minf
Goi M(x; : v, : zp) la hinh chi€u M,

vudng goc cia My trén (&) (h.3.13).

Xét hai vecto

-

1 n
MMy =(Xg =X :¥— Y1202 M, j |
van =(A; B :C), tathdy MM, va a

n cing phuong vi gid cla ching

i o - Hinh 3.13

cung vubéng goc voi (). Suy ra ;
[0 7] = [, 3,

= |A[.'\'{] —X }+B(\’l} i | }+('(__D — I )l

= |A_vﬂ +Byg +Czg +(=Ax; — By, - Cz, )| : (1)
Mat khac vi M| thudc (@) nén ta cé :

A‘u-| + B}“j + (.‘:l +D=0
hay D=-Ax, - By, - (Cz,. (2)

Thay (2) vao (1) ta duoc |M| M, ‘ |ﬁ| = |A1‘0 +Byy +Czy + D‘ i
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Goi khodng cdch tir diém M, dén mat phang (@) 1a d( My . (@)).
Vay d( My, (a)) = M M|

_ |Axg + Byy +Czo + D]

7]

_ |Axg + By, +Czq + D)

VA2 B2+ (2
Vidu 1. Tinh khoang cdch tir géc toa d6 va tir diém M(1 ; -2 ; 13) dén mat
phang (&) : 2xr—2y -z + 3 =0.

2

Gidi
Ap dung coéng thirc tinh khoang cdch &trénta c6:

> = e
d(O, (a)) = |--U’J) 240 (0)+3|:§:|

1

V2 (2P (1> 3

2.1-2(-2)-13+3 4

d(M, () = I 3

Jzz +(=2)2 +(=1)?

Vi du 2. Tinh khoang cdch giita hai mat phang song song (&) va () cho bdi
cdc phuong trinh sau day :

(@:x+2y+2:2+11=0,

(D) :x+2p+2=+2=0.

L

;4 .
Ta biét khodang cdch giita hai mat phang song song bang khoang cdch tir moét
diém bat ki ciia mat phang nay téi mat phang kia.
Ta ldy diém M(0 ; 0 ; —1) thude (), ki hiéu d((a), () la khoang cdch giira

hai mat phang (&) va (), ta cé :

(O)+2.(0)+2(-1+11 9
di(a), (P) =dM, (@) = l [ ===3

V12 £22 422 3
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A?’ Tinh khodng cach gitta hai mat phang () va () cho bdi cac phuong trinh sau day :

80

() :x-2=0,
(A :x-8=0.
BAI TAP

Céc bai tap sau day déu xét trong khéng gian Oxyz.

Viét phuong trinh cia mat phang

a) Piqua diém M(1 ;-2; 4) va nhin io= (2:3:5)lam vecto phép tuyén ;

b) i qua diém A(0; —1 ; 2) va song song véi gid ctia mbi vecto if =(3;2; 1) va
v =(-3;0;1);

c)PiquabadiemA(-3:0;0),B(0;-2;0)vaC0;:0;-1).

Viét phwong trinh mat phang trung true ctia doan thang AB véi A2 ; 3 : 7),

B(4;1:3).

a) Lap phuong trinh cua cdc mat phang toa doé (Oxy), (Oyz), (Oxz).

b) Lap phuong trinh cua cdc mat phang di qua diém M(2 ; 6 ; —3) va ldn luot
song song vdi cic mat phang toa do.

Lap phuong trinh ctia mat phang :

a) Chira truc Ox va diém P(4 ;-1 ;2) ;

b) Chita truc Oy va diém Q(1 ; 4 ; -3);

¢) Chita truc Oz va diEmR(3 ; —4; 7).

Cho titdiéncécac dinh 1A A5 ;1 :3),B(1:6:2),((5:0:4),D(4:0:;06).
a) Hay viét phwong trinh clia cdc mat phang (ACD) va (BCD).
b) Hay viét phurong trinh mat phang (&) di qua canh AB va song song véi canh CD.

Hay viét phuong trinh mat phang (&) di qua diém M(2 ; -1 ; 2) va song song
véi mit phang (B) : 2x — y+ 3z +4 = 0.

Lap phwong trinh mat phiang (&) di qua hai diém A(1 ;0 1), B(5;2; 3) va vuéng
gbc véi mat phang () : 2v— y+z-7=0.
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Xic dinh cdc gid tri clia m va n dé mdi cap mat phang sau diy 1a mot cap mat
phang song song vé&i nhau :

aA)2x+my+3z2—-5=0 va nmx-8y-6z2+2=0;

b)3x=5yv+mz-3=0 va 2x+ny-3z2+1=0.

Tinh khodng cdch tir diém A(2 ; 4 ; =3) ldn lugt d€n cdc mat phang sau :
a)2x-y+2:-9=0;

b) I2x-5z2+5=0;

g).x=10.

10. Giai bai todn sau diy bang phuong phap toa do :

Cho hinh lip phuong ABCD.A'B’C’'D’ canh bang 1.
a) Chirng minh rang hai mat phing (AB'D’) va (BC’D) song song véi nhau.

b) Tinh khodng cdch giita hai mat phang néi trén.

§%. PHUONG TRINH
PUONG THANG TRONG KHONG GIAN

Hinh 4nh cia cac dudng thdng trong khéng gian — céc cdu vuct trong thanh phé va qua séng
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Ta di biét trong hé truc toa dé Oxy phuong trinh tham s6 cia dudng thang ¢6

X = Xxg +ia v A A
dang voi ay +asz #0 (h.3.14a).
Yy =ygtila, =

Nhur vay trong khéng gian Oxy:z phuong trinh cua dudng thﬁng co dang nhu
thé nao ? (h.3.14b)

M M
0 R 0 N
A .
/ "{f
X
a) Budng thang trong mat phang b) Dudng thdng trong khong gian

Hinh 3.14

I- PHUONG TRINH THAM SO CUA PUONG THANG

&1 Trong khéng gian Oxyz cho diém My(1; 2 ; 3) va hai diém My (1+1;2+¢;3 +1),
M, (1+2t;2+2t;3+21) di dong véi tham s t. Hay ching to ba diém My , My, M,
luén théng hang.

 Dinhii

Trong khéng gian Oxyz cho diwong thang A di qua diém
My(xg 3 Yo : Zp) va nhdn a = (ay : ay ; ay) lam vecto chi
phitong. Diéu kién cdn va di dé diéem M(x ; v ; z) nam trén A
la ¢é mét sé thue t sao cho

X= *TU + m|
1' T .VU + rﬂ:
.= :0 +f£1'3 4
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Chitng minh
Tacd: MgM = (X =Xy, Y= YpiZ=2p).

—

Diém M nam trén A khi va chi khi MyM cing phuong véi a, nghia 1a

MyM =ta véitlamot s thue. Diéu nay twong drong véi

X—Xqg = Ia, X = Xg +1a,
y—Yg=ta, hay <qy=y,+ia,

.'—:ﬂsz3 ::.'U+|'fi‘3.

Dinh nghia
Phuong trinh tham s6 ciia duong thing A di qua diém
My(xy 3 Vo 3 =o) vd 6 vecto chi phuong a=(ay; ay; ay) la

phitong trinh co dang

X= .TU + fﬂl
Y=o =+ fﬁ‘:
.= :u -+ r{i's

trong dé tla tham sé.

1= Chii y. Néu qy, a,, ay déu khdc 0 thi ngudi ta con c6 thé viét phuong trinh
cta dudng thang A duéi dang chinh tdc nhu sau :

.1'—,1-0 i :‘J_}Jﬂ- _ =TI
l'fl I~ -ﬂs

Vi du 1. Viét phuong trinh tham s6 ciia dudng thang A di qua diém
My(l ;2 ; 3) vaco vecto chi phuong la a = (1;-4;-5).

3

x=1+t
Phuwang trinh tham s6 cua A 1a: < v=2-4¢
== 23—t

Vi du 2. Viét phrong trinh tham s& ctia dudng thang AB véi A(l ; =2 ; 3) va
B(3;0;0).
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gitfl'

Pudng thang AB cé vecto chi phuong ﬁ =2 23
x=1+2r

Phuong trinh tham s6 cta AB 1a: { y=-242¢
z=3~3¢t.

lt

1+
Vi du 3. Chitng minh dwdng thang d : { y=2+2¢ vudng géc véi mat phang
4+3¢
(@) : 2x+4y+06-+9=0.
idi
d ¢6 vecta chi phuong a = (152 £3)
(&) co vecto phap tuyén 11 =(2:4; 6).

Tacdé i =2a, suyrad L ().

&2 Cho dudng thang A c6 phuong trinh tham sé
=-1+2¢
y=3-3¢
z=5+41.

Hay tim toa dé cla mét diém M trén A va toa d6 mat vecto chi phuong clia A.
II- PIEU KIEN PE HAI PUONG THANG SONG SONG, CAT NHAU,
CHEO NHAU

Aa Cho hai dudng thang d va d' c6 phuang trinh tham s& 1an lugt 1

x=3+2¢ x=2+f
d:dy=6+4t va a:iy=1-
z=4 4+t g=542¢

a) Hay chimg t6 diém M(1 ; 2 ; 3) la diém chung cla dva d';
b) Hay chiing 10 d va d' co hai vecto chi phuang khong cang phuong.
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Trong khéng gian Oxyz cho hai dudng thang d, d’ ¢6 phuong trinh tham s6
lan luot la

g el o
X —.1ﬂ+m'] .1.—.1ﬂ+ra]

2

-_

d:{y=y,+ta, va d':{y=y,+ta,
e o s r_r
I =y Tlay I=Iptra;.

Sau diy ta xét vi tri tuwong d6i giita d va d’, nghia 13 xét diéu kién d€ d va d’
song song, cat nhau hoac chéo nhau.

1. Piéu kién dé hai dwong thing song song M z d
Goi @ =(a;; a,; a;) va @ =(a[; a3; a3) d
lan lugt la vecto chi phuong cua d va d . - >
Liy diém M(x,3y,:3,) trénd (h3.15),
Hinh 3.15
Tacd:
oo, |@=kad
d song songvaoi d’ khi va chi khi ,
Megd'.

Ddc biét :

-+ !{—r,-

a=Kd

dtring ver d’ khi va chi khi !
Med'.

Vi du 1. Chimg minh hai dudng thang sau diy song song :

x=1+t x=2+42¢
d: yy=2t va d':qy=3+4r
z=3-¢ z=5-2¢,

d ¢6 vecto chi phuong a=(1;2;-0, lay M(1 ; 0:;3) e d;

d’ c6 vecto chi phuong @' =(2;4;-2).

-t =+ - & - r - =
Vi a =—a va M khong thudc d’ nén d song song vai d’.

| -
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‘&4 Chimg minh hai duéng thang sau day trung nhau :

=3t x=2-3¢
d:iy=4+1 va d:.{y=5+31
z=5-2t z=3-6¢".

2. Piéu kién dé hai dwong thang cdt nhau
'\ Hai duwong thang d va d' cdt nhau khi va chi khi hé phicong
trinh ant, t’ sau

Xg +lay = xy +t'a;

Yo + fﬁ': = }‘E} o i f;ﬂ';! (I)

zg Hiay =z +taz

. co ding mor nghiém.

15" Chit y. Gia sir hé (T) ¢6 nghiém (1, : 1), d€ tim giao di€m M, cia d va d’ ta
c6 thé thay fo vao phuong trinh tham s6 cua d hoac thay .-‘E] vao phuong trinh

tham sé cua d'.

Vidu 2. Tim giao diém cta hai dudng thang sau :

x=1+t x=2-2f

d:<y=2+43t va d:<y=-2+t¢

z=3-t¢ z=1+3r.
w Ba
G
|+t=2-2¢ (1)
Xét hé phuong trinh {2+ 3r=-2+1' (2)
3-1=1+3 (3)

Tir (1) va(2) suyrat=—1 va (" = 1. Thay vao phwong trinh (3) ta thiay né thoa
man. Viy hé phuong trinh trén cé nghiém lar=-1,1"= 1.

Suy ra d cat d"tai diem M(0 ; -1 ; 4).
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3. Diéu kién dé hai duong thdng chéo nhau

Ta bi€t rang hai durdng thfmg chéo nhau néu ching khéng cing phuwong va
khéng cat nhau. Do vay

. Hai duong thiang d va d" chéo nhau khi va chi khi a va a
khéng ciing phiwong va hé phicong trinh

Xo +1ay = x5 +t'a
Yo +la, = Yy +1a
Zg +lay =7y +1'ay

vo nghiém.

Vidu 3. Xét vi tri twong d6i giita hai dudng thang

x=1+21 x=1+3¢
d:sy==1+3t va d':<y==-2+2¢

=5+t c=—1+4+2¢.

2

Gidi
[

d:
\‘_‘?’_\

a

Hinh 3.16

Tach: a8 =(2:3: vl @ =(3:2:2).
Vikhong téntai s6 k dé @ #ka nén a va a@ khéng ciing phuong. Tir d6 suy
ra d va d’hoac cat nhau hoac chéo nhau (h.3.16).
142t =143
Xét hé phuong trinh : < —1+31=-2+2¢

Sef=—1+2¢
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-~ - . - 3 n [} 2 . ~
Tir hai phuong trinh dau ta duoe :-E vid | = -g, thay vao phuong trinh
cudi khéng thoa min.

Ta suy ra hé trén vé nghiém. Vay hai dudng thang d va d’ chéo nhau.

Vi du 4. Chimg minh hai dudng thang sau day vuéng géc

x=5=f X=9+2¢
d:qy==-3+2t va d:{y=13+31
z =4t z=1=f,
a s
Gia

d va d'1an lugt c6 vectochi phuong la @ =(—1;2;4)vaa =(2;3;-1).
Tacé a.a =—2+6—-4=0,

Suyradld.

Nhdn xét. Trong khoéng gian Oxyz cho mat phang (@) : Ax + By + Cz+ D=0
X = Xg +1a
va dudng thang d : { y= y, + fa,

== :ﬂ +.rl'.?3 v
Xét phuong trinh A(xg +7a) )+ B(yy +1a,)+C(zg +iay)+ D=0 (1 la an). (1)

— Né&u phirong trinh (1) vé nghiém thi d va (@) khéng c6 diém chung, viy
d [/ (c)(h3.17a).

Y VY =4
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— Néu phuong trinh (1) ¢6 ding mét nghiém ¢ = #, thi d cat (&) tai di€ém
Mn(,'t'n +Igd) i ¥y g 12 +.Tn(a‘3} (h.3.17b).

— Néu phurong trinh (1) cé vo s6 nghiém thi d thude (a) (h.3.17c¢).

As Tim s6 giao diém clia mat phang (&) : x + y + z — 3 = 0 véi duong thang d trong
cac truong hop sau :

X=2+t x=1+2t x=1+5¢
a)d: < y=3-t; b)d:{y=1-t ; C)d: qy=1-4t
g1 ==1-t z=1+3r.

BAI TAP

1. Viét phuong trinh tham s6 ctia dudng thang d trong mdi trurdng hop sau
a) d di qua diém M(5 ; 4 ; 1) va c6 vecto chi phuong @ = (2;-3; 1) ;

b) d di qua diém A(2; -1 ; 3) va vuéng géc v6i mat phang (&) ¢6 phuong trinh
X+ y=g+I=U;

x=1+2t
¢) d di qua diém B(2; 0 ; =3) va song song v&i dudng thﬁng A qy==3+3¢;
=4

d)ddiquahaidiEmP(1:2:3)viQ(5:4:4).

2. Viét phuong trinh tham s6 ciia dudng thang la hinh chi€u vuéng géc clia dudng

x=24t
thang d: {y=-3+2t
z=1+3¢

lin luot trén cdc mat phang sau :
a) (Oxy) ;
b) (Oy:z).
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3. Xét vi tri twong d6i cla cdc cap dudng thang d va d’ cho bdi cdc phuong
trinh sau :

x=-3+2t (x=5+¢
a)yd:<y=-24+3t va d:{y=-1-4¢;
z=6+41 2=20+1
x=1+t (=142
byd: {y=2+t vai  d':qy=—1+21
2=3-¢ z=2-2¢,

4. Tim a dé hai dwdng thang sau diy cat nhau

x=1+at x=1-t
dity=1 va d: y=242(
z==1+2t z=3-r.

5. Tim s6 giao diém ctua dudng thang d v6i mat phiang (@) trong cdc trudng

hop sau :
x=12+4¢

a) d: {y=9+3r vi(@):3x+5y-z-2=0;
H:=I+."
x=1+t

b)d: sy=2-t vi(@):x+3y+z+1=0;
z=1+2t
x=1+1t

c)d: sy=1+2¢ vai(@):x+y+z-4=0.
z=2-3t

x==3+2t
6. Tinh khodng cdch giita dudng thang A : { y=-1+3¢t va mit phing

s==14+2¢

(@) : 2x—2y+z+3=0.
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7. Cho diém A(1 ; 0; 0) va dudng thang A : § y=

a) Tim toa dé diém H la hinh chi€u vuéng géc cla diém A trén dudng thang A
b) Tim toa d6 diém A’ d6i xing véi A qua dudng thang A |

8. Cho diém M(1 ;4 ;2) vamat phang (@) : x+ y+z—1=0.
a) Tim toa d6 diém H la hinh chi€u vuéng géc cla di€ém M trén mat phang ( @).
b) Tim toa do diém M’ déi ximg véi M qua mat phang ( ).
¢) Tinh khoang cdch tir diém M dén mat phang ().
9. Cho hai dudng thang
x= 1= x=1%t
d:<y=2+2t va d::y=3-2r

z =3t z=1
Chirng minh d va d’ chéo nhau.

10. Giai bai todn sau diy bang phuong phdp toa do :

Cho hinh lap phwong ABCD.A'B'C'D’ ¢6 canh bang 1. Tinh khoang cédch tir
dinh A dén cdc mat phang (A’BD) va (B'D'C).

ON TAP CHUONG I1I

Céc bai todn sau diy déu cho trong hé toa d6 Oxy:.

1. Cho bén diém A(l ;0;0),B8(0;1;0),C(0;0;1),D(=2;1;-1).
a) Chimg minh A, B, C, D la bén dinh cia mot tir dién.
b) Tim géc giita hai dudng thang AB va CD.
¢) Tinh d6 dai dudng cao ctia hinh chép A.BCD.

2. Cho mat ciu (8) c¢6 dudng kinh la AB bi€t rang A(6;2:-5), B(—4:0: 7).

a) Tim toa d6 tdm [ va tinh ban kinh r cua mat cau ().
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6.

b) Lap phuong trinh cia mat céu (8).

¢) Lap phwong trinh clia mat phang (@) ti€p xiic véi mat ciu (S) tai di€ém A.

Cho bon diem A(-2:6;3),B(1:0:6),C(0;2:-1),D(l ;:4;0).

a) Viét phuong trinh mat phang (BCD). Suy ra ABCD 1a mét tir dién.

b) Tinh chiéu cao AH cua ti dien ABCD.

¢) Vi€t phuong trinh mat phang (@) chira AB va song song véi CD.

Lap phwong trinh tham s& clia dudng thang :

a) Di qua hai diém A(1 ; 0;-3), B(3; -1 ; 0).

b) Di qua diém M(2 ; 3 ; -5) va song song véi dudng thang A ¢6 phuong trinh
x==2+2f
y=3-4¢

==5t.

Cho mat cau (§) ¢é phuong trinh : (v — 3]2 + (v + 2)3 +(z - ljl2 = 100 va mat
phang (&) ¢6 phwong trinh 2x — 2y — = + 9 = 0. Mat phang (&) cat mat cdu ()
theo mét duong tron ().

Hay xac dinh toa d6 tim va tinh ban Kinh ciua duong tron (C).

Cho mat phz"ing (&) c6 phrong trinh 3x + 5y — 2 — 2 = 0 va dudng thﬁng d c6
phuong trinh

x=12+4¢

y=9+3t

c=1+1.

a) Tim giao diém M cta dudng thang d va mat phang (@).

b) Viét phwong trinh mat phang (£ chia di€m M va vuéng goc véi dudng
thang d.

Cho diém A(—1 ;2 ; =3), vecto @ = (6 ; -2 ; —-3) va dudng thfmg d c6 phirong
x=1+3t

trinh: s y=-1+2t
z=3-51.

a) Viét phuong trinh mat phang () chita diém A va vuéng géc véi gid ctia @ .
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b) Tim giao diém M ctia d va (&).

c) Viét phwong trinh dudng thang A di qua diém A, vudng gée vé6i gid cia a
va cat dudng thang d.

8. Viét phuong trinh mat phang (@) tiép xiic véi mat ciu
(8): X2 +y>+22—10x+2y+26z+170=0

va song song v&i hai dudng thang

x=-5+2¢ x=-7+3f
d:y=1-3t ; d:3y=-1=-21
z=—-13+2¢ - =8.

9. Tim toa dé diém H la hinh chi€u vuéng goc cia diém M(1 ; —1 ; 2) trén mat
phang (@) : 2x-y+2z+11=0.

10. Cho diém M(2 ; 1 ; 0) va mat phang (&) : x+3y—:—27=0. Tim toa d6 diém
M’ d6i xitng v6i M qua (@).

11. Viét phuong trinh dudng thang A vuéng géc véi mat phang toa dé (Oxz) va
cat hai dudng thang

r

x=t x=1-2t
d:y=—-d+t ; d:{y=-3+¢
z=3-1 z=4-5¢1.

12. Tim toa do diém A’ d&i ximg v6i diém A(l ; =2 ; =5) qua duwong thang A c6
phuong trinh

y=1+2¢
y=-1-t
z="72¢
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1.

CAU HOI TRAC NGHIEM CHUONG ITI

Trong khong gian Oxyz cho ba vecto

d=(-1:1;0,b=(1;1;0)vad=(1;1;1).

Sir dung gid thiét nay dé trd 161 cdc cau hoi 1,2 va 3 sau ddy.

Trong cic ménh dé sau, ménh dé nao sai ?
@A) lal=v2; ®) kl=+3:
©alb: D) BLE.

Trong cic ménh dé sau, ménh dé nao ding ?
(A)ac=1;

(B) 4. 5 cung phuong ;

- 2
(C) cos(h, ¢)= % r
(4]

—

(D) @+b+2=0.

Cho hinh binh hanh OADB ¢6 OA=a, OB =b (O Ia géc toa d6). Toa dé cia

tam hinh binh hanh OADB Ia :

(A)(0:;1:0); (B)(1;0;0);

(C)y(1:0:1); (D) (1; 1; 0).

Trong khéng gian Oxyz cho bén diém A(1 :0:0),B(0:1:;0),C0;0;1)va
Bl v 1 51

Sir dung gida thiét nay cho cdc bai tap 4, 5 va 6 sau day.

Trong cic ménh dé sau, ménh dé nao sai ?

(A) Bén diém A, B, C, D tao thanh mét tir dién ;
(B) Tam gidc ABD la tam giic déu ;

(CYAB L CD;

(D) Tam giac BCD la tam gidc vudng.
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5.

Goi M, N lan lugt la trung di€ém cta AB va €'D. Toa do diém G la trung diém
cua MN la:

{A)r;['-;'—;l]; iB)G[i;i;i];
3 3 3 4 4 4

2 | (I |
;—j; [D}G[—;—;—J.
3 22 2

Mat ciu ngoai ti€p tir dién ABCD ¢6 bén kinh la :

(A]é; (B)\E;

OG|—:
(©) (3

W

3
© 3 D) -

Cho mat phang (&) di qua diém M(0 ; 0 ; —1) va song song vdi gid cia hai vecto
d=(:-2:3)vabh =(3:0;5).

Phuong trinh ctia mat phang (@) la:

(A)Sx=2y=-3z-21=0; (B) =5x+2y+3z+3=0;
(C)10x—4y—-6:421=0; (D) Sx =2y —3z+21 =0.

Cho ba diém A0 ; 2; 1), B(3;0; 1), €(1 ; 0 ; 0). Phuwong trinh mat phang
(ABC) 14 :

(A)2x—-3y—-4z+2=0; (B)2x+3y—-4--2=0;
(C)4x+6y—8z+2=0; (D)2x-3y—-4z+1=0.

Goi () 1a mat phang cat ba truc toa do tai ba diém M(8 ; 0; 0), N(0 ; -2 ; 0),
P(0;0:4). Phuong trinh cua () la :

{A} l+_\r+i:0’ (B) i+i+i:] :
8 -2 4 4 -1 2
(C)x—-4y+2-:=0; (D)x-4y+2z-8=0.

10. Cho ba mat phang (@) : x +y+2:+ 1 =0;

(B:x+y-z+2=0;

(H:ix=-y+5=0,
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Trong cic ménh dé sau, ménh dé nao sai ?

A) (@ L(P; (B) () L(B) ;
(©) @)/ (y) s (D) (&) L(y).
11.Cho dudng thang A di qua di€ém M(2 ; 0 ; —1) va ¢6 vecto chi phuong
d = (4 ;-6 ; 2). Phuong trinh tham sé cua duong thang A 1a:
(x=-2+4¢ x=-2+2¢
(A) < y=-06t : (B) { y=-31 ¢
z=1+21 2= 1+t
[x=2+2t x=4+21
(C)<y==3 ; (D) < ¥y=-6-3¢t
s=-~1+1 z=24t.

W

12.Cho d la dudng thang di qua diém A(l ; 2 ; 3) vd vudng géc v&i mat phang
(@) :4x+3y —-7-+1=0.
Phuong trinh tham s6 cua d la :

(x=—1+4t x=1+4t
(A) qy==2+3t ; (B) s y=2+3t;
[Z2==3=T z=3-Tt
(x=143t x==148t
(C) s y=2-4t ; (D) s y=-2+61
k:=3—?r c=-3-141.

13. Cho hai dudng thang

x=1+2¢ x=3+4¢
dy 1 4y=2+3t v dy : y=5+061
z=3+4¢ z=T7+8t.

Trong cic ménh dé sau, ménh dé nao diing ?
(A)d, L d, ; (B)d, // d, ;
©C)d, = d,; (D) d, va d5 chéo nhau.
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14.Cho mat phang (@) : 2x + v + 3z + | = 0 va dudng thang d ¢6 phwong trinh
x==3+1
thamsé: < y=2-2¢
z=1.
Trong cic ménh dé sau, ménh dé nao ding ?

(A)d L(a): (B) d cat (&) ;
(O d/l (@) ; (D) d c(e).

15.Cho (S) 12 mat ciu tam I(2 ; 1 ; —1) va ti€p xtc véi mat phang (@) ¢6 phrong
trinh: 2x -2y —-z+3=0.

Ban kinh cua (8) la:

2 4 2
A2 By —: C)y—: Dy —-
(A) ()3 ()3 (}9

Hinh 3.18
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Trong khong gian cho hai mat phang () va (/) cat nhau theo giao tuyén A .
Tap hop ciac mat phfmg (# chira dwdng thang A néi trén durge goi 1 chim
mat phang xdc dinh bdi (@) va (£) va ki hiéu 1a ((a), ().

Néu (a) va ( £) lan luot ¢6 phuong trinh (@) : Ajx+B,y+C;z+ D, =0
(m i A}-\- + Bl\; + (.‘2: + Dz =0

thi ngudi ta chimg minh dugc phuong trinh clia chiom mat phang ((@), ()
c6 dang :

mAx+B,y+Ciz+ D))+ nlAxx+B,v+Cz+ D) =0 (1)
véin® +n* # 0.
Phuong trinh (1) ¢6 thé duoc viét tat 1a . m(a) + n( ) = 0.

Ta thiy phwong trinh cua chim mat phﬁng rit don gian nhung né lai giip
chiing ta gidi ditge rit nhiéu bai todn vé phirong trinh mat phang mét cich déc
ddo va cue ki ngan gon.

Vi du. Trong khéng gian Oxyz cho hai mat phang (@) va () lin luot ¢6
phuong trinh (&) : x+ v+5-—1=0
va (B):2x+3y=-z+2=0.
a) Chimg minh rang (&) cat (/) theo giao tuyén A .
b) Vi€t phuwong trinh mat phfmg (7 chita giao tuyén A vadiEm M(3:2; 1).

2

idi
a) Mat phang (@) va (/) lan luot c6 cic vecto phdp tuyén :
ﬁcr =(1;1:35), ﬁﬁ = (24 33 ~=1):

E : -
Vi = # 5 nén (&) cat (f) theo giao tuyén A .

b) Phurong trinh mat phang (% clia chiim ((@), (/) ¢6 dang :
mx+y+Z=1)+m2+3y—=2+2)=0 (1)

Diém M(3 ; 2 ; 1) thudec mat phang (% nén khi thay toa dé clhia M vao (1) ta s&
tinh durge cdc gid tri cu thé clia cap s6 (m ; 1) dé xdc dinh phuong trinh cia ().
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1.

Tacd mB3+2+5-1)+nb6+6-1+2)=0S9m+ 13n=0.
Chonm=-13ta dugc n=9.

Thay m = =13 va n = 9 vao (1) ta duge phwong trinh ciia mat phang (% cin
tim: Sx+ 14y- 74z 431 =0.

ON TAP CUOI NAM

Cho lang tru luc gidc déu ABCDEF A’B'C’D’E'F’, O va O’ 13 tim dudng tron
ngoai ti€p hai ddy, mat phang (P) di qua trung diém cliia OO’ va cat cdc canh
bén cua ling tru. Chimg minh rang (P) chia lang tru di cho thanh hai da dién
¢6 thé tich bang nhau.

Cho khéi lap phuong ABCD.A'B’C’D’ canh bang a. Goi E va F lan lugt la trung
diém cta B'C’ va C'D’. Mat phang (AEF) chia khéi lap phwong dé thanh hai
khéi da dién (H) va (H) trong d6 (H) 1a khéi da dién chita dinh A’. Tinh thé
tich cua (H).

Cho mat cau (§) tim O bin kinh r. Hinh nén ¢6 dudng tron diy (C) va dinh [
déu thude (8) duge goi la hinh nén ndi ti€p mat cau (8). Goi A la chiéu cao cia
hinh nén doé.

a) Tinh thé tich ctia hinh nén theo r va h.
b) Xac dinh & dé€ thé tich cta hinh nén la [6n nhat.

Trong khéng gian Oxyz, cho hai diém A(l ; 2 ; —1), B(7 ; =2 : 3) va dudng
thang d ¢6 phuong trinh :

x=-1+3f
y=2-2¢t
-=242t

a) Chimg minh rang hai dudng thang d va AB ciing nam trong mot mat phang.
b) Tim diém [ trén d sao cho Al + BI nhd nhat.

Cho tit dién ABCD ¢6 canh AD vuéng géc v6i mat phang (ABC). Biét rang
AC=AD=4cm,AB=3cm,BC =5 cm.

a) Tinh thé tich t dién ABCD.

b) Tinh khodng céch tir diém A t&i mat phang (BCD).
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6. Trong khéng gian Oxyz cho mat ciu () ¢é phuong trinh x> +_}r3+ =2 = 44°
(a>0).
a) Tinh dién tich mat ciu (8) va thé tich clia khéi ciu tuong iing.

b) Mat cdu (8) cat mat phang (Oxy) theo dudng tron (C). Xdc dinh tim va bin
kinh cua (C).

¢) Tinh dién tich xung quanh ctia hinh tru nhan (') lam ddy va c¢é chiéu cao la

a3, Tinh thé tich clia khéi tru twong wng.

7. Trong khéng gian Oxyz cho hai dwdng thang d, va d, ¢6 phuong trinh

i

x=1-t x=2¢
dyisy=t v dy :qy=—141¢
I=-t z=t.
a) Chiing minh rang hai duong thang d, va d, chéo nhau.
b) Vi€t phirong trinh mat phang (&) chifa d; va song song véi ds.
8. Trong khéng gian Oxy: cho cic diém A(l : 0 ; =1), B(3;4;-2),C4;-1;1),
(35053
a) Ching minh rang A, B, C, D khéng déng phang.
b) Viét phirong trinh mat phang (ABC) va tinh khodng cdch tir D dén (ABC).
¢) Viét phuwong trinh mat cau ngoai ti€p tir dién ABCD.
d) Tinh thé tich ti dién ABCD.
9. Trong khéng gian Oxyz cho bon diém A(2 ;4 ;—1),B(1 ;4 ;-1), C(2;4; 3),
N2 3 25=1)

a) Chitng minh rang cdc dudng thang AB, AC, AD vuéng géc véi nhau tirng déi
mét. Tinh thé tich khai tir dién ABCD.

b) Viét phuong trinh mat ciu (5) di qua bén diém A, B, €, D.

¢) Viét phuong trinh mat phang (&) ti€p xic v6i mat ciu () va song song véi

mat phang (ABD).
x=1=-2t
10. Trong khéng gian Oxyz cho duong thang d: « y=2+1¢
zI=3—-t

va mat phang (@) : 2v+ y+z = 0.
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a) Tim toa d6 giao diém A clia d va ().

b) Viét phurong trinh mat phang () qua A va vuéng goc véi d.

11. Trong khéng gian Oxyz cho cic diém A(-1:;2:;0),B(-3:0:2), C(1 ;2 3),
B0 i 3=2).

a) Viét phuong trinh mat phang (ABC) va phuong trinh tham s8 ctia dudng
thang AD.

b) Viét phwrong trinh mat phf'm g (a) chira AD va song song vdi BC.

12. Trong khéng gian Oxyz cho bén diém A(3 ;-2 -2),B(3;2:0), C(0;2:1)va
D(-1:;1:2)
a) Viét phuong trinh mat phang (BCD). Suy ra ABCD la mét tir dién.
b) Vi€t phuwong trinh mat cdu (8) tim A va ti€p xic véi mat phang (BCD).
¢) Tim toa dd ti€p diém H cta (5) va mat phang (BCD).

13. Trong khéng gian Oxyz, cho hai dudng thang :

x=-=1+3t =ik
dy:sy=1+2t va dy: qy=1+1
z=3-2¢ =-3+2¢.

a) Chimg minh d, va d, ciing thuéc moét mat phang.

b) Viét phirong trinh mat phang dé.

14. Trong khéng gian cho ba diém A, B, C.
2) Xdc dinh di€m G sao cho GA+2GB-2GC=0.

b) Tim tip hop cic di€ém M sao cho MA? + 2MB* - 2MC* = k%, véi k Ia hang sé.

15. Cho hai dirdng thang chéo nhau

1
(R
I
Il
9]
+
1-d
ey

=<
I
—

d:{y=-1+t va &L Ly=F

Il
—
|
—
Ly
Il
P
=+
-

a) Vi€t phuong trinh cic mat phﬁng (@) va () song song v&i nhau va lan luot
chiradvad'.
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b) LAy hai diém M(2 ;-1 ; 1) va M(2;0; 1) lan luot trén d va d’. Tinh khoang
cich tir M dén mit phing (8 va khoang cich tir M’ dén mit phang (a).
So sanh hai khoang cach dé.

16. Trong khéng gian Oxyz cho mat phang (&) c6 phuwong trinh 4y + y+ 22+ 1 =0
va mat phang () ¢6 phuong trinh 2x = 2y 4+ + 3 = 0.

a) Chimg minh rang () cat ().

b) Viét phirong trinh tham s6 clia dudng thang d 1a giao cha (&) va ().
¢) Tim diém M’ d6i ximg véi diém M(4 ; 2 ; 1) qua mat phang ().

d) Tim diém N’ d6i ximg véi diém N(O ; 2 ; 4) qua dudng thang d.
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HUGNG DAN GIAI BAI TAP VA PAP sO

Chuong I. KHOI DA DIEN On tép chuong |

ab

§1. Khél nilém vé khél da dién 5. OH=

J A T W L
E . . : 5 ; ’ a b~ +bh c”+ca
1. va 2. 50 dung tinh chit : Moi canh cua mat

da dién la canh chung chia ding hai mat. 6. ) Tis6the ticheln m B 3 ;
3. Chia hinh lip phuong ABCD.A'B'C'D'
thanh nam td dién : AB'CD, AABD’, y P55
BACB',C'B'CD', DACD'. b)Y Voppe =g
4. Chia hinh ldp phuong thanh hai ling tr
biang nhau réi chia méi ling tru thanh ba 7. Vs ane = 8/3.4°

tu dién hﬁulg nhau.
. E. .9 2 9
abe”(a= + b~ +2¢7)

4 2 TN vy = = 2 8. V= - - - - ~ 2
§2. Khol da dién 0l va khol da dién déu 6(a> +c2 )b +c2)a> +b> +¢2)
2. Tiséde bing Zﬁ. g "35
3.  Goi (H) 1a hinh ¥ dién déu canh a. Khi doé ’ T

tim clia cac mat cta (A) tao thinh mot i =
[f

1593

11. Ti s6 thé tich ctia chiing bang |.

10. b) V=

dién (H') c6 sdu canh déu bang 2,

4. Déyrang B, C, D, E cich déu A va F

nén chiing deng phang. a
o) Vipuy ==
# & = ] ) 6

§3. Khél nlém vé thé tich cla khél da ”

dién b) Ti s6 thé tich phai tim Ia Ty

542

l — g - g - -

“12 Chuong Il. MAT NON, MAT TRY, MAT CAU

3J2

3. & ;!: §1. Khél niém vé mat trén xoay
3. Tisgctathé tich 1a3. 2. 2 Hinh try ;
4. Tinh dién tich tam gidc theo hai canh va b) Hinh nén ;

goc xen gitia. ¢) Khoi non ;

I d) Khéi tru,

5. Vpeer= 36 3 a) 8y, 25145 em- :
6. Gﬂoi I Iﬁhd[} dai dI:Ifﬁlg '.fl.lli.!-]‘:lg gd.c chi\mg b) V = 13 089,969 cm’ :

cia  va d, ala goc gilta hai dudng g

thang dva d". ©) 500 em”.

_ I 4. Mat non nhin A8 lam truc, géc & dinh
Khide VAE('D = Ehuh.sm(x : bing 60°.
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5 .5'1_q P2 2['3'.9Icm:: V= 54977 cm” 2
-
b) 56 ecm™.
3
2 T 3
6. &N =2ma~ : V= - J_
X 3
7. a8, = 2312 5= 23+t
by V=37 ;
r43
c) > ;
8 ) 'JE:
1
b) %
'\Fﬂ-’u: mf
9 )85 =— 8.
xif 2 iy 2
3
27a
V= J_ . :
12
A
) Spspe = 3 g
. - 3

10. L‘.AB(D = 5 L cose = E

§2. Mét cdu

1. Tap hop cic diém M luén nhin AB ¢é
dinh duéi moét géc vuong la mat ciu
duéng kinh AB.

ay2

2. r= o

3. Tap hop tam cic mat ciu ludon chiia mot
duong tron ¢6 dinh cho trude la meét
dudng thang A vuéng goc véi mat phang
chia duéng tron dé tai tim cha dudng
tromn.

4, Téap hop tim nhiing mat cdu ciing tiép
xtic v&i ba canh cia mot tam gidic cho
trude 13 truc ctia dudng tron noi tiép tam
gidc di cho.

5 b)d -r.

104

7. a) l—\‘u: +h2 el ¥

b) %JIF EeT,
10. $= m(a +b> +¢2) ;

| T | =
Vv =E?r(u2 +.h2 +¢7 ). u2 +.F!2 +t‘2.

On ta@p chuong Il

1. Ciu a) vad) dong.

3
2 & :m;st; I"=m—£-
Aif 3
5. a) AH = ado
- 3 L
b " 27022 b za* Jo
St} 3 3 l.}
6 i 3a o ‘.'lm.': - 9.‘-‘1‘a3
’ 4 4 16
7. b
2

Chuong lil. PHUONG PHAP TOA &
TRONG KHONG GIAN

§1. Hé toc do trong khéng glan

= | |
1. a) f."=[||:—:|3—J i
3 3

b) ¢ =(0;-27;3).

J. A’'=(3:5;:-06),8'=(4;6:-5),
C=(2;0:2), D'=(3:4;-0).

4. a) J.f::ﬁ;

by B d=sal,
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5. a) Mat ciutim @ = (4 ; | ; 0), co ban
kinhr=4;

-

" 4 5
b) Mat ciu tam [ = [I;'—;:——], co

binkinh r = 31_-
[§]

6. a) Mat ciu cé phuong trinh 1a
=3 ++ 1) +(==-5"=9;
b) Mat ciu ¢6 phuong trinh la :

(=3  +(r+3) +(-1)=5.

§2. Phuong trinh mét phéng
1. a)2x+3yv+5=-16=0;
by r=3v+3z=9=0;
c)2v+3v+0=+6=0.

2. x=-y=-2249=0.

3 ayz=0;x=0;y=0;
blz==3;x=2;y=6.

4 a)2v+:-=0; by3v+z=0:
c)4r+3v=0.

5. a)(ACD):2v+y+:-14=0;
(BOCD) (00 +5v+32-42=0;
b) (@) : 10x+9v+5z-74=0.
6., (@):2x=y+3z-11=0.
7. (&):x-2=241=0.
8 an=-4.m=4;

10 -9
byn=-—_ m=—-
3 2
A
9, a)5; by — : c)2:
13

10. a) Chon hé true Oxys saocho A=(0;0; 0)
B=(1:0:0.D=(0:1:0).4"=(0:0:1).
Sau do viét phuong trinh ciia hai mat
phing (AB'D") va (BC'D), tir dé suy ra
chung song song vdi nhau.

§3. Phuong tinh dudng thang trong

10. d(A, (A'BD)) = = 1d(A, (B D'CY) =

khéng glan
v=5+2¢ x=32+¢

ayd:<sy=d4-3; bld:syv=-1+¢;
z=1+¢ z=3-¢
x=2+2t v=1+4f

cyd: {y=3 ’ dyd: s y=24+2¢
s==3+4¢ =3+t
x=2+1 y=0

Ad':ay=-34+2t: b)d":5v=-3+2t
=0 t=1+3.

aydeatd; by d ff .

a=0.

a) | diém chung ;
b) 0 di€ém chung ;

= a s F
c) vo 56 diém chung.

f!‘(ifl.. (a’]}:

:I)H[%:ﬂ:wlqj:

by A(2;0; =1).

w1

AH(-1:2:0);
by M'(=3:0;-2):
c) MH = 2443,

éﬂE 13

V3

On tép chuong i

1.

a) Viét phuong trinh mat phang (BCD),
chiing minh A € (BCD) ;

b) Goc gitia hai duémg thang AB va €D la
45°;

c) AH = | (H la chin duéng vuéng goc ha
tir A xuéng (BCD)).
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8.
9,

Il 11y r= JE:

B)($): (=1 +(v= 1) + (=11 =62;

c)(a) :Sx+y-0--062=0.

Ay (BCD) 8y =3y =-2:-4+4=0;

b) =—:-,'E~:
E
cy{ad):x=-z+5=0
x=1+4+2 x=242t
a) 4 y=-t = bys y=3-4d¢
c==3+3 c==5-3t.

Tam.J(=1 ; 2; 3), binkinh r"= §.

ay M(0:;0;-2);
b)4v+3v+:z+2=0.

Aybr=2y=3z4+1=0;

by M(1 . =1:3);
x=14+2¢

c) s y==1=3¢
z=3+06f

dr4+0y+5-+51 iS\J‘T? =0.
=351 ;=32)

10. M(6; 13 ; =),

11.

12. A=3:2;1).

On téap cudl ném

1. Ding phép déi xiing tam /.
2

2. V= iug i
72

106

wn
v

ay V= I;Jr(lr—hjhz 3

A3

=1

b) V" dat gid tri l6n nhit bang

khi .f:=ﬂ.
3
ayd/ffAB;
b) [(2;0;4).
n}V:chs;
b) ol BCD L
) (A, (BCD)) = —.
4
2 2
AsS=lerag ; V= BT?M“" :

by X0 ;0;:0); r"=r=2a;
C}S_w = 4?&.‘21}5 o T 4th.'3\5.

u‘ﬁ #k“d., |
a) gl

d, "dy =@
b){a) : 2x-y=-3z-2=0.

a) Ching minh E, E AD khong dong
phang.
|3-6-3|
b) d(D, (ABC)) = =
Ji+i+4
¢) Phuong trinh cia mit ciu la

- 4 2 4]
=3 +(y-2+(=z-0,5"= T

d) v;m.ﬂz—;--!-JET,Jf-T_ng’f.

12 |

:I}V:i;

i G BB B g i D
by (%) : (x 2) +(y=3y +(z=-1) = z"
21
¢) (@) :z—-1- J:=(}:

>
(cx:}::—l+Jj:l].

-
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10. a

12.

13.

by () :4r=2v+2-+15=0.

) (ABC): 3y =5v-2:4+13=0;

x==14f
AD :sy=2+4¢
== -2,

by (&) :5x =%y ~-22423=0.
A(BCDY :x+2v+32-7=0;

BY(8): (x =3 +(y 2 +(z+2 = 14;

Q)H&;0; ).

a)d, cat dy tai M(2;3; ).
b) Phuong trinh mat pl'u:ulg (d., ds) la
Gr—8v+z+11=0.

14. a) & xdic dinh boi ;. A= 208,
b) Chiing mmh

GM? = k2 —(GA® +2GB% - 26GC?).

15. Ay (@) : 2x=y=32-2=0;
() :2x=y=3z=-1=0;
|
b) d(M’, (&) = dM, (f)) = ——-
V14
x=t
16. by v=1
s=—1-2
OM(-4:0:-3):
d) N(=4;0;2).
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BANG THUAT NGO

Cc
Canh cua hinh da dién

D
Dién tich mat cau
Dién tich toan phan clia hinh nén
Dién tich toan phan cla hinh tru
Dién tich xung quanh cla hinh nén
Dién tich xung quanh cla hinh tru

b
Padién
Pay cla hinh nén
Day cla hinh tru
Diém ngoai
Diém tiép xuc
Diém trong
Binh cha hinh da dién
Binh cla hinh nén
Pudng kinh mat cau
Puong sinh cua mat noén
Pudng sinh cta mat tru
Pudng thang ti€p xlc véi mat cau
Pudng tron 16n

G
Gébc & dinh clia mat nén

H
Hai hinh bang nhau
Hé toa do Oxyz
Hé truc toa dé Dé-cac vubng gbc
Oxyz
Hinh da dién
Hinh nén trén xoay (hinh nén)
Hinh tru tron xoay (hinh tru)

108

48
33
37
32

32
35
5,6

56

32
42
31
35
46
45

31

6
32
35

K
Khodng céach giira hai diém
Khoang cach tir mot diém dén mot
mat phéng

Khéi bat dién déu (hinh tam mat
déu)

Khéi cau

Khéi chép

Khéi da dién

Khéi da dién déu

Khai da dién déu loai {p : g}
Khéi da dién |6i

Khéi lang tru

Khéi 1ap phuong

Khéi 1ap phuong don vi
Khéi tru tron xoay (khéi nén)
Khéi tru tron xoay (khéi tru)
Khéi tir dién déu

Khéng gian Oxyz

Kinh tuyén

M
Mat cau

Mat cau ngoai tiép hinh da dién
Ma#t cau ndi tiép hinh da dién
Mat nén fron xoay

Mat phang kinh

Mat phing tiép xuc véi mat cau
Mat phéng toa dé

Mét tron xoay

Mat tru tron xoay

Mat xung quanh cGa hinh nén
Mat xung quanh cla hinh tru
Mién ngoai

Mién frong
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16
42

15
15
14

15
21
32
36
15
62
43

41
47
47
31
45

62
31
35
32
35



F
Phan chia va |3p ghép cac khdi
da dién
Phép bién hinh trong khéng gian
Phéep ddai hinh trong khéng gian
Phép déi ximg qua duding thdng
Phép déi ximg qua mat phéng
Phép déi x(ing tam
Phép tinh tién
Phuong trinh clia mat phing theo
doan chan
Phuang trinh mat cau

Phuong trinh tham s6 cla
dudng thing

Phuang frinh téng quat clia
ma4t phang

e O O O o 0 O

74
66

71

-
Thé tich khéi cau

Thé tich khéi chép

Thé tich khéi da dién

Thé tich khéi hép chi¥ nhat
Thé tich khéi lang tru

Thé tich kh&i nén

Thé tich khéi tru trén xoay
Tich ¢6 hudng

Tich vé hudng

Tiép dién cla mat cau
Tiép tuyén cla mat cau
Toa dé clia diém

Toa dé cla vecto

Truc clia mat nén

Truc clla méat tron xoay
Truc clia méat tru

Vv
Vectd don vi
Vectd phap tuyén
Vi tuyén
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MUC LUC

CHUONG I. KHOI PA DIEN

§1. Khai niém vé khéi da dién

I- Khéi lang tru va khoi chép

I1- Khii niém vé hinh da dién va khéi da dién
[11- Hai da dién bang nhau

IV- Phin chia va lap ghép cic khéi da dién

Bai tip

Bii doc thém. Dinh nghia da dién va khéi da dién

§2. Khéi da dién |61 va khéi da dién déu

I- Khéi da dién 16i

I1- Khéi da dién déu

Bai tap

Bai doc them. Hinh da dién déu

§3. Khai niém vé thé tich ctia khéi da dién

I- Khdi niém veé thé tich khéi da dién
[1- Thé tich khéi lang tru

I11- The tich khéi chép

Bai tip

On tip chuong 1

Cau hoi trac nghiém chuong I

CHUONG I1.MAT NON, MAT TRU, MAT CAU
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§1. Khdi niém vé mat tron xoay

[- Su tao thanh mat tron xoay
[1- Mat non tron xoay

I1I- Mat tru tron xoay

Bai tip

§2. Mitciu

- Mat cau va cdc khdi niém lién quan dén mat ciu

[I- Giao ctia mit ciu vd mat phang

I1I- Giao ctia mat ciu véi dudng thang. Tié€p tuyén clia mat ciu

timdapan.com

Trang

o oS 00 th L b

—

30
30
31
35
39

41
41
43
45



IV- Cong thiic tinh dién tich mat ciu va thé tich khéi cau 48

Bai tip 49
On tip chuong Il 50
Céau hoi trac nghiém chuong 11 51

Ban cé biét. Nhiing van de lién quan dén kinh tuyén va
vi tuyén cua Trii Bit 55

CHUONG ITi. PHUONG PHAP TOA PO TRONG KHONG GIAN

§1. Heé toa do trong khong gian 62
[- Toa dé clia diém va cla vecto 62
[1- Biéu thiic toa d6 ctia ciac phép todn vecto 64
I11- Tich v6 huéng 65
IV- Phuong trinh mit ciu 66
Bai tap 68
§2. Phuong trinh mat phing 69
I- Vecto phdp tuyén ctia mit phing 69
I1- Phuong trinh téng quit ctia mit phang 71
[11- Diéu kién dé hai mat phang song song, vuéng géc 74
IV- Khoang cich tit mot diém dén mot mat phang 78
Bai tip 80
§3. Phuong trinh dudng thing trong khéng gian 81
I- Phuong trinh tham s6 ciia dudng thang 82
11- Diéu kién dé hai dudng thang song song, cat nhau, chéo nhau 84
Bai tip 89
On tap chuong 111 91
Cau hoi trac nghiém chuong 111 94
Bai doc thém. Chim mat phang 97
On tap cudi nam 99
Hudng din giai bai tip va dip s6 103
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